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介绍 数学 史 的 书 有 很 多 ， 这 一 本 却 不 太一 样 。 


说 起 数学 史 ， 也 许 你 会 想到 诬 本 里 各 种 定理 前 耳熟能详 的 名 字 ， 他 们 十 
代表 人 类 最 高 智 意 的 璀璨 群星 。 数 学 家 们 提出 的 定理 ， 以 及 这 些 定理 的 
证 明 ， 构 成 了 数学 史上 一 个 义 一 个 里 程 碑 。 然 而 ， 在 浩如烟海 的 数学 史 
a ae 


古代 的 人 们 已 经 开发 出 各 种 方法 来 丈量 土地 、 计 算 税 收 。 无 论 是 本 书 中 
提 到 的 美 索 不 达 米 亚 ， 还 是 我 们 中 国人 熟知 的 《 九 章 算术 》 等 书 ， 都 体 
现 了 古人 在 计算 方面 的 杰出 成 就 。 然 而 随 着 问题 范畴 不 断 扩大 ,，“ 无 
Re , 
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造 理论 ， 再 到 通过 计算 机 进行 海量 计算 来 完成 证 明 , “EPR ATP EE 
20 世纪 经 历 了 反复 的 争斗 。 和 科学 史上 的 许多 争论 一 样 ， 重 要 的 不 是 
和 争论 本 里 的 结果 ， 而 是 这 一 过 程 带 来 了 学 科 的 巨大 友 展 ， 甚 至 创立 出 很 
多 新 的 学 科 分 文 。 我 们 在 书 中 既 可 以 看 到 眼下 函数 式 编程 里 最 常见 的 和 
表达 式 的 历史 济源， 也 能 看 到 四 色 定理 的 计算 机 证 明 等 我 们 熟知 的 数学 
里 程 碑 。 到 底 能 不 能 用 计算 规则 取代 公理 或 许 还 芒 而 未 决 ， 但 在 数学 家 
的 工作 中 ， 计 算 的 角色 越 来 越 显 著 这 一 趋势 似乎 已 无 可 逆转 ， 计 算 正 在 
以 一 种 全 新 的 方式 引领 数学 的 前 进 。 


“计算 ”这 条 主线 看 似 简 单 ， 却 罕 涉 到 了 哲学 、 逻 辑 、 语 言 学 、 计 算 机 科 
学 等 庶 多 领域 。 对 于 这 些 有 些 抽象 乃至 艰深 的 内 容 ， 作 者 用 通俗 易 异 的 
语言 ， 清 晰 地 把 握 概 念 而 不 过 多 地 涉及 学 术 细 节 ， 在 必要 处 又 用 简明 的 
算法 示例 与 生动 的 故事 加 以 介绍 ， 充 分 展现 了 “大 家 写 小 书 ” 的 风范 。 在 
如 今 这 个 时 代 ， 计 算 机 科学 ， 特 别 是 算法 逐渐 占据 了 我 们 的 工作 和 生活 
每 一 个 角落 ， 对 “计算 ”本 里 多 一 些 了 解 和 思考 ， 应 该 说 是 十 分 有 荔 甚 至 
必要 的 。 也 许 这 本 书 中 提 到 的 茶 个 领域 ， 能 够 激 起 读者 的 兴趣 ， 引 发 进 
一 步 的 探索 和 研究 呢 。 
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过 程 中 遇 到 的 疑问 。 
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We ”数学 路 上 新 的 征程 


人 们 党 说 ， 刚 刚 过 去 的 一 个 世纪 是 数学 真正 的 黄金 时 代 。 数 学 在 20 H 
纪 的 进步 比 先前 所 有 的 世纪 加 起 来 还 要 大 。 然 而 ， 刚 刚 开 始 的 这 个 世纪 
也 可 能 同样 是 数学 发 展 的 好 时 候 。 或 许 ， 数 学 在 这 个 世纪 的 变迁 会 和 

20 世纪 一 样 巨 大 ， 甚 至 更 为 怀 人 。 引 发 这 种 想法 的 信号 之 一 是 一 场 渐 

变 : K 20 世纪 70 年 代 开 始 ， 数 学 方法 的 基石 一 一 证 明 的 概念 逐渐 发 生 
ae a ene 回 到 了 舞 侣 中央， 这 
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计算 能 成 为 引发 革命 的 导 火 索 ， 这 看 起 来 有 点 不 合 常 理 。 算 法 ， 比 如 做 
加 法 和 做 乘法 的 算法 ， 第 种 被 视 为 数学 知识 中 最 基础 的 一 部 分 ， 做 计算 
也 经 常 被 看 成 是 缺乏 创造 性 的 枯燥 工作 。 数 学 家 们 自己 对 计算 也 顺 有 成 
M, MA FCS Dit: “我 的 论述 中 很 大 一 部 分 属于 纯粹 的 猜想 ， 大 
家 基本 上 可 以 把 它们 看 成 是 梦话 。 我 接受 这 种 定性 .……… 如 今 ， 世 界 上 到 
处 有 这 么 多 学 者 在 做 计算 ， 难道 有 人 做 梦 不 是 件 好 事 吗 ? ”用 计算 来 做 
梦 ， 大 概 还 真有 点 难度 啊 .…… 


不 幸 的 是 ， 对 计算 的 侦 见 恰恰 根植 于 “数学 证 明 ” 这 一 概念 的 定义 里 。 确 
实 ， 欧 几 里 得 以 降 , “证 明 ” 的 定义 就 是 利用 公理 和 演绎 规则 构建 的 一 套 
推理 。 然 而 ， 要 解决 一 个 数学 问题 ， 仪 仅 需 要 构建 一 套 推理 吗 ? 数学 
的 实践 难道 没有 告诉 我 们 ， 解 决 问题 需要 把 推理 的 步骤 和 计算 的 步骤 巧 
妙 地 融合 起 来 吗 ? 公 理化 方法 大 局 限 在 推理 中 ， 它 所 展现 的 数学 视野 息 
怕 也 会 十 分 狭隘 。 正 是 因为 人 们 对 约束 过 多 的 公理 化 方法 多 有 批评 ， 才 
让 计算 有 机 会 重新 出 现在 数学 的 舞台 上 。 现 在 ， 已 有 一 些 研究 工作 它 
们 之 间 未 必 有 关联 渐渐 开始 质疑 推理 高 于 计算 的 优势 地 位 ， 并 倡导 一 
种 更 为 平衡 的 观点 ， 让 两 者 互 为 补充 。 


这 场 革 命 让 我 们 重新 考量 推理 和 计算 之 间 的 关系 ， 同 时 也 促使 我 们 重新 
审视 数学 与 物理 学 、 生 物 学 等 目 然 科 学 之 间 的 对 话 ， 特 别 是 数学 为 何 能 
在 这 些 学 科 中 发 挥 难以 理解 的 强大 作用 这 一 吾 老 问题 ， 以 及 目 然 理论 的 
逻辑 形式 这 一 全 新 问题 。 此 外 ， 这 场 革命 给 “分 析 判 断 ” 和 “综合 判断 ”等 
哲学 概念 市 来 了 新 的 火花 。 它 还 让 我 们 反思 数学 与 计算 机 科学 之 间 的 天 
系 ， 而 且 数 学 似乎 是 唯一 一 门 不 需要 借助 机 器 的 科学 ， 它 为 什么 如 此 独 
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最 后 ， 最 振奋 人 心 的 是 ， 这 场 革命 让 我 们 隐约 看 到 了 一 些 解 决 数学 问题 
的 新 方式 ， 它 摆脱 了 过 去 的 技术 强加 给 证 明 长 度 的 柳 锁 一 一 数学 也 许 正 
踏 上 新 的 征程 ， 去 探索 从 未 涉足 的 全 新 领域 。 


诚然 ， 公 理化 方法 的 危机 并 不 是 凭空 出 现 的 。 从 20 世纪 上 半 叶 起 束 有 
许多 先兆 ， 特 别 是 两 种 理论 一 一 可 计算 性 理论 和 构造 性 理论 的 出 现 。 这 
两 种 理论 本 里 虽 然 没 有 质疑 公理 化 方法 ， 却 重新 确立 了 计算 在 数学 大 厦 
中 的 地 位 。 在 讨论 公理 化 危机 之 前 ， 我 们 会 简要 回顾 这 两 个 概念 的 历 

史 。 不 过 ， 还 是 让 我 们 先 上 调 远古 ， 探 寻 计 算 这 一 概念 的 起 源 ， 看 看 古 
希腊 人 对 数学 的 “发 明 ” 过 程 吧 。 
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Alm 从 史前 数学 到 希腊 数学 


数学 史 往 往 是 从 公元 前 5 世纪 的 希腊 开始 讲 起 的 。 毕 达 哥 拉 斯 创 并 了 算 
术 ， 泰 勒 斯 和 阿 那 殉 西 曼 德 创 六 了 几何 ， 况 定 了 古代 数学 的 两 大 分 文 。 
算术 和 几何 的 创立 ， 无 疑 是 数学 史上 的 重大 突破 。 然 而 ， 这 样 的 讲法 却 
忽略 了 一 个 重要 的 时 代 ， 也 就 是 所 谓 的 “史前 ”数学 。 人 们 并 没有 等 到 公 
元 前 5 世纪 才 开 始 解 决 数 学 问题 ， 特 别 是 那些 日 党 面临 的 具体 数学 问 


会 计 师 和 土地 测量 师 


“数学 ”活动 最 古老 的 痕迹 之 一 是 在 美 索 不 达 米 亚 发 现 的 一 块 泥 板 ， 它 可 
以 追溯 到 公元 前 2500 年 。 这 块 泥 板 记录 了 这 样 一 个 计算 : 如 果 一 个 谷 
仓 里 有 1 152 000 份 粮食 ， 每 个 人 分 得 7 份 ， 一 共 可 以 分 给 多 少 人 了 呢 ? 不 
出 所 料 ， 结 果 是 164571 A, ENH 1 152 000 除 以 7 得 到 的 结果 。 看 
来 ， 美 索 不 达 米 亚 的 会 计 师 在 算术 “诞生 ”之 前 很 久 就 知道 怎么 做 除法 
了 。 甚 至 ， 书 写 完 全 有 可 能 就 是 为 了 记 账 才 发 明 的 一 一 虽然 这 些 事情 很 
难说 得 准 ， 但 若 真是 如 此 ， 数 字 就 比 字母 发 明 得 还 要 早 了 。 有 些 人 也 
许 不 愿意 接受 这 种 推测 ， 但 我 们 所 有 的 书写 文化 ， 很 可 能 都 要 归功 于 不 
怎么 浪漫 的 会 计 行当 呢 ! 


美 索 不 达 米 亚 和 埃及 的 会 计 师 不 仅 会 做 乘除 法 ， 而 且 和 掌握 了 许多 其 他 的 
运算 ， 比 如 解 二 次 方程 等 。 土 地 测量 师 则 会 计算 乞 形 、 三 角形 、 圆 形 的 
面积 。 
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会 计 师 和 土地 测量 师 创 造 的 技法 构成 了 史前 的 算术 和 几何 。 那 么 ， 公 元 
前 5 世纪 的 希腊 到 底 发 生 了 什么 特别 的 事情 ， 独 独 让 这 个 时 刻 成 为 了 数 
学 史 的 开端 呢 ? 想 要 搞 清楚 这 一 点 ， 让 我 先 举 个 例子 吧 。 毕 达 哥 拉 斯 有 
个 学 生 ， 姓 名 已 然 不 可 考 了 ， 但 他 解决 了 这 样 一 个 问题 : 比如 以 米 为 单 
位 ， 要 找 出 一 个 等 腰 直 角 三 角形 ， 让 三 条 边 的 长 度 都 是 自然 数 。 因 为 三 
角形 是 等 腰 的 ， 两 条 短 边 的 长 度 一 样 ， 我 们 就 设 这 个 长 度 为 x， 然 后 设 
长 边 ， 也 就 是 斜 边 的 长 度 为 y。 因 为 这 又 是 一 个 直角 三 角形 ， 根 据 毕 达 























SPER, VRE oo +x。 这 个 问题 最 终归 结 为 : 找 出 两 个 自然 
数 x 和 y， 使 得 2xz =。 让 我 们 来 试 试 4 以 内 所 有 x 和 y 的 可 能 性 吧 
( 见 表 1.1)。 























1 即 勾 股 定理 。 一 一 译 者 注 


表 1.1 4 以 内 x 与 y 的 所 有 可 能 性 








在 所 有 这 些 情况 里 ，2 x z? AUREL AC TA 
里 继续 寻找 ， 事 实 上 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 很 可 能 寻找 了 和 很久 ， 却 没 能 找到 
解 。 后 来 ， 他 们 终于 相信 这 个 解 不 存在 。 他 们 是 怎么 说 服 自己 这 个 解 不 
存在 的 呢 ? 显然 不 是 试 遍 了 所 有 的 数 对 ， 因 为 这 样 的 数 对 有 无 穷 多 个 。 
FRERE) 1000 甚至 100 万 ， 证 实 没 有 数 对 能 满足 条 件 ， 可 你 还 是 没 
法 保证 在 更 大 的 数字 里 面 不 可 能 有 解 .………. 
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首先 ， 在 找 解 的 时 候 ， 我 们 只 要 在 x Al y 至 少 有 一 个 是 奇数 的 情况 里 找 
就 行 了 。 因 为 比方 说 x=202, y=214 是 一 组 解 ， 那 么 把 两 个 数 都 除 以 2 
就 可 以 得 到 另 一 组 解 x=101，y=107。 所 以 ， 至 少 要 有 一 个 数 是 奇数 。 再 
推广 一 点 ， 我 们 任 取 一 组 解 ， 把 两 个 数 反复 除 以 2， 总 归 会 得 到 一 组 至 
少 有 一 个 数 是 奇数 的 解 。 如 果 这 个 问题 有 解 ， 就 必然 存在 x 和 y 中 至 少 
有 一 个 是 奇数 的 解 。 


第 二 个 想法 是 把 数 对 分 成 4 类 : 
o 两 个 数 都 是 奇数 ; 
。 第 一 个 数 是 侦 数 ， 第 二 个 数 是 奇数 ; 
。 第 一 个 数 是 奇数 ， 第 二 个 数 是 侦 数 ; 

















。 两 个 数 都 是 偶数 。 


有 了 这 两 个 想法 ， 我 们 就 可 以 分 4 种 情况 证 明 ， 但 这 4 种 情况 中 没有 一 
个 能 够 构成 x 和 y 至 少 有 一 个 是 奇数 的 解 ， 所 以 这 个 问题 就 没有 至 少 有 
一 个 数 是 奇数 的 解 ， 也 就 是 说 ， 这 个 问题 根本 没有 解 。 


我 们 先 从 第 一 类 开始 ; x 和 y 至 少 有 一 个 是 奇数 的 解 不 存在 。 因 为 如 果 
y 是 奇数 ， 则 刀 也 是 奇数 。 它 不 可 能 等 于 2 x =y, AIERUA 
偶数 。 这 一 论证 也 同样 适用 于 第 二 类 ， 即 x 是 偶数 而 》 是 奇数 。 第 四 类 
本 身 就 不 成 立 ， 因 为 根据 定义 ， 数 对 中 的 两 个 数 不 可 能 都 是 偶数 。 现 在 
只 剩 下 第 三 类 ， 即 x 是 奇数 而 y 是 偶数 。 但 在 这 种 情况 下 ，2x 7 =? 
的 一 半 是 奇数 ， 而 的 一 半 却 是 偶数 一 这 两 个 数 不 可 能 相等 。 


一 个 平方 数 不 可 能 是 妨 外 一 个 平方 数 的 两 倍 一 一 这 个 由 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
在 2500 多 年 前 得 到 的 结果 ， 氨 今 在 数学 上 仍 占 有 重要 地 位 。 它 证 明 
了 ， 如 采 你 画 一 个 短 边 长 度 为 1 米 的 等 腰 直 角 三 角形 ， 那 么 以 米 为 单位 
的 话 ， 和 斜 边 的 长 度 是 V2。 这 个 数 稍 大 于 1.414， 却 无 法 通过 两 个 目 然 数 
”和 x 相 除 得 到 。 由 此 ， 几 何 揭示 了 一 些 不 能 通过 目 然 数 的 四 则 运算 ， 
即 加 、 减 、 乘 、 除 得 到 的 数 。 


几 个 世纪 之 后 ， 这 个 发 现 启发 数学 家 们 构造 出 了 新 的 数 一 一 实数 。 但 毕 
达 哥 拉 斯 学 派 没有 走 到 这 一 步 ， 他 们 还 没有 准备 好 放弃 自然 数 这 个 基本 
观念 。 对 他 们 而 言 ， 这 个 发 现 更 像 一 场 灾难 ， 而 不 是 前 进 的 动力 。 


这 个 问题 的 革命 性 不 仅仅 在 于 它 对 未 来 数学 的 巨大 影响 ， 还 在 于 它 本 刁 
的 性 质 及 其 解决 的 方法 。 首 先 ， 与 类 索 不 达 米 亚 泥 板 上 铭刻 的 把 1 152 
000 份 粮食 除 以 7 份 的 问题 相 比 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 问题 更 为 抽象 ， Fe 
索 不 达 米 亚 的 会 计 师 关注 的 是 粮食 的 份 数 ， 而 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 问题 仅 
涉及 数字 本 喘 。 同 样 ， 这 个 问题 的 几何 形式 并 没有 谈 到 三 角形 的 田地 ， 
而 就 是 三 角形 这 个 形状 。 从 三 角形 的 田地 到 三 角形 ， 从 粮食 的 份 数 到 数 
字 ， 迈 癌 抽 象 这 一 步 的 意义 不 可 小 鹏 。 田 地 的 面积 无 非 有 几乎 方 干 米 。 
如 果 这 个 问题 说 的 是 三 角形 的 田地 而 不 是 抽象 的 三 角形 ， 我 们 挨个 尝试 
x Al y 小 于 10 000 的 所 有 数字 ， 或 许 就 能 解决 问题 了 。 然 而 ， 抽 象 的 三 
角形 和 田地 不 同 ， 它 的 面积 可 以 轻易 大 到 上 百 万 甚至 上 亿 平 方 干 米 。 


公元 前 5 世纪 的 重大 音 命 ， 就 是 抽象 的 数学 对 象 与 目 然 中 的 实际 物体 之 
间 的 分 离 ， 即 使 数学 对 象 本 号 就 是 从 实际 物体 中 抽象 出 来 的 也 不 例外 。 



































数学 对 象 与 自然 物体 之 间 的 分 离 ， 让 一 些 人 认为 数学 不 适合 描述 自然 物 
体 。 这 种 看 法 一 直 活 跃 到 伽利略 的 时 代 〈 公 元 17 世纪 ) ， 直 至 数学 物 
理 的 成 就 将 其 打消 。 然 而 直到 今天 ， 一 些 人 的 脑海 里 还 残留 着 数学 与 人 
文科 学 坚 无 关系 的 观点 。 用 玛丽 娜 . 雅 凋 洛 的 话 来 说 ， 数 学 在 语言 学 中 
的 作用 就 是 “将 语言 学 作为 ‘(人文 科学’ 故而 本 质 上 残 不 精确 的 那 一 面 掩藏 
在 数学 公式 里 ”。 


目 这 场 昔 命 之 后 ， 数 学 研究 的 对 象 不 再 是 必须 与 实际 物体 相关 的 几何 图 
形 和 数字 。 研 究 对 象 性 质 的 变化 ， 最 终 引 发 了 解决 数学 问题 的 方法 的 章 
命 。 让 我 们 再 来 比较 一 下 美 索 不 达 米 亚 泥 板 上 的 问题 和 毕 达 哥 拉 斯 学 泊 
的 问题 各 目的 解决 方法 吧 : 第 一 个 问题 是 通过 计算 解决 的 一 一 做 一 个 简 
单 的 除法 就 行 了 ， 而 要 解决 第 二 个 问题 ， 就 需要 进行 推理 了 。 


要 做 除法 ， 我 们 在 小 学 里 学 过 的 算法 就 够 用 了 ， 美 索 不 达 米 亚 人 也 会 做 
类 似 的 计算 。 然 而 ， 要 进行 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 推理 ， 没 有 任何 算法 会 教 
你 把 数 对 分 成 四 组 。 毕 达 哥 拉 斯 学 派 应 该 是 发 挥 了 想象 力 才 得 到 了 这 个 
思路 。 也 许 有 一 个 门徒 明白 了 数字 y 不 能 是 奇数 ， 过 了 几 个 星期 或 者 几 
个 月 ， 忆 一 个 门徒 又 取得 了 一 些 进展 ， 发 现 x 也 不 能 是 奇数 ， 然 后 ， 几 
个 月 甚至 几 年 都 卡 在 这 里 ， 直 到 又 有 一 个 门 逢 有 了 新 想法 。 类 索 不 达 米 
亚 人 在 做 除法 时 ， 他 知道 自己 会 得 到 什么 样 的 结果 ， 甚 至 事先 预知 这 个 
除法 要 算 多 久 。 反 过 来 ， 当 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 门徒 面 对 算术 问题 时 ， 他 
不 可 能 知道 要 花 多 少时 间 才 能 找到 一 种 能 够 解决 问题 的 推理 ， 甚 至 不 确 
信 征 不 是 有 找到 答案 的 那 一 天 。 


学 生 们 有 时 会 抱怨 数学 太 难 学 一 一 数学 需要 想象 力 ， 而 且 没 有 系统 化 的 
方法 来 解决 所 有 问题 。 这 种 说 法 确 有 其 道理 。 数 学 对 于 专业 数学 家 来 说 
就 更 难 ， 有 些 问题 要 花 几 十 年 其 至 几 百 年 才能 解决 。 面 对 数学 问题 束 手 
无 策 并 不 稀奇 ， 数 学 家 们 也 会 在 难题 面前 “ 卡 壳 ”， 有 时 甚至 要 到 很 信之 
后 才能 找到 答案 。 但 是 ， 如 果 做 个 除法 也 要 “ 卡 却 ”好 几 个 钟头 ， 这 就 说 
不 过 去 了 一 一 因为 只 要 应 用 一 个 人 所 共 知 的 算法 就 行 了 。 


研究 对 象 性 质 的 变化 是 如 何 引 发 解决 问题 的 方法 发 生变 化 的 呢 ? 换 句 话 
说 ， 古 希腊 数学 是 如 何 完 成 从 计算 到 推理 的 标志 性 转变 的 呢 ? 毕 达 哥 拉 
斯 学 派 的 问题 为 什么 就 不 能 用 计算 解决 呢 ? 我 们 再 来 和 类 索 不 达 米 亚 泥 
板 上 的 问题 比较 一 次 吧 。 泥 板 上 的 问题 针对 的 是 一 个 特定 的 物品 ， 即 装 
满 了 粮食 的 谷 仓 ， 谷 仓 的 体积 是 已 知 的 。 而 在 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 问题 

中 ， 三 角形 是 未 知 的 一 一 这 正 是 我 们 需要 去 求解 的 对 象 。 这 个 问题 说 的 
不 是 某 个 特定 的 三 角形 ， 而 是 会 涉及 所 有 可 能 的 三 角形 。 而 且 ， 由 于 三 


























角形 的 尺寸 没有 限制 ， 问 题 会 同时 涉及 无 穷 多 个 三 角形 。 因 此 ， 在 数学 
对 象 的 性 质 有 发 生变 化 的 同时 , “无 穷 * 奖 入 了 数学 一 一 方法 的 改变 势 在 必 
行 ， 要 用 推理 来 代 答 计算 。 我 们 在 前 面 已 经 提 到 ， 如 果 这 个 问题 仅 涉 
有 限 个 三 角形 ， 比 如 所 有 边 长 小 于 10 000 米 的 三 角形 ， 那 还 是 可 以 依 
徘 计 算 来 尝试 所 有 不 超过 10 000 的 数 对 。 当 然 ， 手 动 计算 起 来 无 颖 十 
分 及 烦 ， 但 问题 还 是 可 以 有 条 不 率 地 得 到 解决 。 


在 公元 前 5 世纪 的 希腊 及 生 的 这 场 从 计算 到 推理 的 转变 ， 被 视 为 数学 的 


诈 
最 初 的 推理 规则 : 哲学 家 与 数学 家 


那么 ， 到 诬 什 么 是 推理 呢 ? 如 果 我 们 知道 所 有 的 松鼠 都 属于 嘴 齿 目 ， 所 
有 的 嘴 齿 目 动物 都 是 哺乳 动物 ， 所 有 的 哺乳 动物 都 是 月 椎 动物 ， 所 有 的 
疹 椎 动物 都 是 动物 ， 我 们 就 可 以 推导 出 一 个 结论 : 所 有 的 松鼠 都 是 动 

物 。 推 理 让 我 们 得 到 了 这 个 结论 ， 这 背后 是 一 套 连 续 的 推导 : 所 有 的 松 
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这 个 推理 简单 得 不 能 再 简单 了 ， 但 它 的 结构 和 数学 推理 在 本 质 上 并 无 二 
致 。 无 论 哪 种 推理 ， 都 是 由 一 系列 命题 构成 的 ， 每 个 命题 都 是 用 先前 的 
命题 通过 逻辑 得 出 的 ， 也 就 是 按照 “演绎 推理 规则 ”构造 的 。 在 此 情况 

下 ， 我 们 把 同一 个 规则 连用 了 三 次 : 如 果 我 们 已 经 知道 所 有 的 了 都 是 

X， 所 有 的 Z 都 是 Y， 束 可 以 推导 出 所 有 的 Z 都 是 X。 


古 希 腊 的 哲学 家 为 我 们 总 结 了 最 初 的 演绎 规则 ， 它 可 以 让 推理 进行 下 
去 ， 也 就 是 从 已 证 的 命题 演绎 出 新 的 命题 。 例 如 ， 上 述 这 条 规则 要 归功 
于 亚 里 十 多 德 ， 他 提出 了 一 套 叫 作 “ 三 段 论 ” 的 规则 。 三 段 论 的 另 一 种 形 
LEE UE... 是 ...... ”如 果 知 道 所 有 的 了 都 是 X， 有 些 Z 是 Y， 我 们 
就 可 以 演绎 出 有 些 Z 是 X。 


亚 里 士 多 德 并 不 是 唯一 一 位 对 演绎 规则 感 兴趣 的 古代 哲学 家 。 公 元 前 3 
世纪 的 斯 多 多 学 派 提出 了 另 一 套 规 则 。 例 如 ， 如 打 有 命题 "如果 A， 那 
么 B” 和 命题 A， 则 有 一 条 规则 可 以 演绎 出 命题 B。 


这 两 派 总 结 演绎 规则 的 尝试 ， 正 值 从 计算 转 疝 推理 的 方法 论 单 命 之 后 ， 
古 希腊 算术 和 几何 的 和 勃发 展 时 期 。 因 此 我 们 可 以 想见 ， 古 希腊 的 数学 
家 会 使 用 亚 里 士 多 德 或 者 斯 多 巩 的 逻辑 来 进行 推理 。 比 如 ， 在 证 明 一 个 





BARS NE AU PER, me DA B= Bie. 奇怪 的 
是 ， 事 实 并 非 如 此 ， 尽 管 证 和 希腊 哲学 家 和 数学 家 很 显然 是 志同道合 的 。 
比如 ， 在 公元 前 3 世纪 ， 欧 几 里 得 写 了 一 篇 专 兰 ， 综 合 了 他 那个 时 代 的 
几何 知识 。 他 的 专著 结构 完全 是 演绎 式 的 ， 其 中 提 到 的 每 一 件 事 都 给 出 
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有 几 种 假设 可 以 来 解释 这 件 事 。 最 可 能 的 一 种 假设 是 说 ， 数 学 家 没有 使 
用 亚 里 士 多 德 或 斯 多 锡 的 逻辑 ， 是 因为 它们 太 粗 糙 了 。 在 斯 多 免 的 逻辑 
中 ， 可 以 用 来 推理 的 是 “如 果 A， 那 么 B” 形 式 的 命题 ， 其 中 A 和 B 是 所 
谓 的 “原子 命题 ”， 表 述 了 一 个 简单 事实 ， 比 如 “ 苏 格 拉 底 必 死 ? 或 者 “天 
亮 了 ”。 于 是 ， 斯 多 葛 逻 辑 的 命题 就 是 用 “如 果 ..……. 那 么 .……… ”和 ”或 ”等 
连词 联系 起 来 的 一 些 原 子 命题 。 这 是 一 种 非常 贫乏 的 语言 设计 ， 里 面 只 
有 了 两 种 语法 类 别 原子 命题 和 连词 。 它 并 没有 考虑 到 原子 命题 ， 比 
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词 ， 比 如 “ 苏 格 拉 底 ”。 这 是 因为 ， 对 于 亚 里 士 多 德 来 说 ， 科 学 并 不 关心 
苏 格 拉 底 这 样 的 特定 个 人 ， 而 是 仅仅 关心 广义 的 概念 ， 比 如 “人 交 必 
死 ”.………. 所 以 ， 人 们 和 常用 来 举例 的 三 段 论 一 一 “所 有 人 都 是 必死 的 ， 苏 
格拉 底 是 人 ， 所 以 苏 格 拉 底 是 必死 的 ”一 一 并 不 会 出 现在 亚 里 十 多 德 的 
逻辑 中 。 对 他 来 说 ， 三 段 论 应 该 是 :“ 所 有 人 都 是 必死 的 ， 所 有 哲学 家 
都 是 人 ， 所 以 所 有 哲学 家 都 是 必死 的 。” 所 以 说 ， 在 亚 里 士 多 德 的 逻辑 
中 ， 命 题 并 不 是 由 主 词 和 谓词 构成 的 ， 而 是 由 两 个 请 词 和 一 个 泛 指 代 
词 “< 所 有 ”或 “ 茶 些 ”构成 的 。 直 到 中 世纪 末 ， 亚 里 士 多 德 的 逻辑 才 得 到 拓 
展 ， 加 入 了 专 有 名 词 “ 苏 格拉 的 ”等 单 称 项 。 然 而 ， 即 使 有 了 这 样 的 拓 
展 ， 亚 里 士 多 德 的 逻辑 对 于 表达 某 些 数学 表述 来 说 还 是 太 粗 米 了 。 有 了 
单 称 项 “4” 和 谓词 “偶数 ”"， 我 们 当然 可 以 构造 命题 “4 是 侦 数 "， 但 它 却 没 
有 办 法 构造 命题 “4 EE SN", AA CUR VERSO mS 
词 “ 比 ..….…... 小 ”与 之 不 同 ， 它 要 作用 于 两 个 对 象 ， 即 “4” 和 “5”， 并 让 两 者 
形成 一 个 关系 。 同 理 ， 它 也 没有 办 法 构造 命题 “直线 ( 穿 过 了 反 A”. 


我 们 现在 明白 了 ， 为 什么 证 和 希腊 的 数学 家 没有 使 用 同时 代 哲 学 家 提出 的 
逻辑 来 进行 新 生 的 算术 和 几何 推理 一 一 因为 这 些 逻 辑 不 够 丰富 ， 做 不 

















到 。 在 非常 长 一 段 时 期 内 ， 如 何 构造 一 套 丰 富 的 、 足 以 文 撑 数 学 推理 的 
逻辑 这 一 问题 似乎 并 没有 引起 多 少 人 的 兴趣 。 除 了 个 别人 的 几 次 尝试 之 
外 ， 比 如 17 世纪 羔 布 尼 次 所 做 的 研究 ， 直 到 19 世纪 末 的 1879F, X 
特 洛 布 : 弗 雷 格 才 重新 拾 起 了 这 个 问题 ， 并 提出 了 一 套 逻 辑 。 但 是 ， 一 
直 等 到 阿尔 弗 雷 德 : 话 思 怀特 海 与 伯 特 兰 : 罗 素 在 20 世纪 初 提出 类 型 
论 ， 并 且 大 卫 : 希 尔 伯 特 在 20 世纪 20 年 代 提 出 了 谓词 逻辑 之 后 ， 这 些 
工作 才 取 得 了 具体 的 成 果 。 


不 过 ， 我 们 还 是 先 继续 看 看 古 希腊 的 数学 吧 。 虽 然 没 有 显 式 的 演绎 规则 
来 构造 数学 推理 ， 但 这 并 没有 让 数学 止步 不 前 。 直 到 19 世纪 ， 数 学 命 
题 的 语法 和 演绎 规则 只 不 过 不 那么 明确 而 已 。 这 种 情况 在 科学 史上 屡 见 
不 鲜 一 一 在 缺乏 工具 的 时 候 ， 人 们 就 会 想方设法 对 付 一 下 ， 而 这 些 变通 
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不 过 对 于 几何 而 言 ， 欧 几 里 得 明确 提出 了 “公理 ”的 概念 : 这 是 无 需 证 明 
的 事实 ， 也 是 构造 证 明 的 基础 。 特 别 是 著名 的 平行 公理 ， 用 现代 的 形式 
表述 是 这 样 的 ， 过 给 定 直 线 外 一 点 ， 有 且 仅 有 一 条 直线 与 之 平行 。 


长 期 以 来 ， 欧 几 里 得 的 专著 《几何 原本 》 一 直 都 被 视 为 数学 方法 的 原 

型 : 先 提出 公理 ， 然 后 利用 显 式 或 隐 陈 的 泪 绎 规则 ， 由 公理 证 明定 理 。 
从 这 个 角度 来 看 ， 推 理 才 是 解决 数学 问题 的 唯一 途径 ， 这 也 反映 出 古 希 
腊 数 学 家 和 哲学 家 对 于 推理 的 重视 。 


古 布 腊 数 学 家 利用 公理 化 方法 友 现 了 一 种 新 的 数学 。 了 也许， 他们 还 兽 试 
图 理解 这 种 新 的 数学 是 如 何 从 美 索 不 达 米 亚 人 和 古 埃 及 人 更 上 古老 数学 的 
发 展 而 来 的 。 如 条 十 硕 腊 人 真 的 这 样 做 了 ， 他 们 惑 应 该 会 去 思考 如 何 将 
计算 和 推理 融合 起 来 。 然 而 这 并 不 是 他 们 的 目的 一 一 相反 ， 他 们 将 过 去 
一 抹 而 说 ， 完 全 抛弃 了 计算 ， 而 代 之 以 推理 。 


正 因 如 此 ， 在 上古 希腊 之 后 ， 计 算 在 数学 大 厦 之 中 束 难 有 立 锥 之 地 了 。 



































第 2 章 计算 两 千年 


公理 化 方法 确立 之 后 ， 人 们 常常 把 推理 视 为 解决 数学 问题 的 唯一 工具 。 
数学 家 们 在 自己 学 科 的 论述 中 ， 几 乎 不 给 计算 留 什么 空间 。 然 而 ， 计 算 
却 并 没有 从 数学 工作 中 消失 一 无 论 在 哪个 时 代 ， 数 学 家 都 提出 了 一 些 
新 算法 来 系统 地 解决 菜 些 类 型 的 问题 。 数 学 史 有 它 光彩 照 人 的 一 面 一 
OG ERATE, PARERE Ria, 


在 这 一 章 里 ， 我 们 将 看 到 数学 史 中 三 个 重要 的 时 刻 。 这 三 个 重要 时 刻 分 
属于 不 同 的 时 代 ， 局 发 我 们 讨论 不 同 的 问题 。 


首先 ， 我 们 将 反思 如 何 解决 数学 论证 与 数学 实践 的 明显 矛盾 一 一 前 者 几 
乎 没有 给 计算 立足 之 地 ， 而 后 者 却 非 党 依赖 计算 。 这 一 矛盾 还 让 我 们 思 
考 从 史前 数学 到 希腊 数学 的 转变 是 如 何 发 生 的 。 接 下 来 ， 我 们 会 讨论 中 
世纪 数学 如 何 传承 了 美 索 不 达 米 亚 和 十 希腊 的 数学 遗产 。 最 后 ， 我 们 要 
想 一 想 ， 为 什么 古代 的 几何 都 是 围绕 着 少数 几 种 几何 形状 ， 如 三 角形 、 
Al. OZ... 而 大 量 的 新 几何 形状 悬 链 线 、 旋 轮 线 等 都 是 直到 

17 世纪 才 出 现 。 


吹 几 里 得 算法 : 基于 推理 的 计算 


虽然 欧 几 里 得 的 名 字 与 几何 和 公理 化 方法 紧 紧 地 联系 在 了 一 起 ， 但 据 为 
讽刺 的 是 ， 他 的 名 字 也 出 现在 一 个 用 于 计算 两 个 目 然 数 的 最 大 公约 数 的 
算法 一 一 欧 几 里 得 算法 "中 。 


1 即 回 转 相 除法 。 一 一 译 者 注 


最 初 的 一 种 计算 两 个 数 的 最 大 公约 数 的 方法 ， 就 是 挨个 用 比 它 们 小 的 数 
来 试 除 ， 然 后 找到 那些 “正好 除 尽 ”的 数字 ， 从 而 确定 每 个 数 的 约 数 。 比 
如 ， 要 计算 90 和 21 的 最 大 公约 数 ， 我 们 可 以 先 求 出 90 的 约 数 〈1、 

2、3、5、6、9、10、15、18、30、45 和 90) 和 21 的 约 数 (1、3、7 和 
21) ， 然 后 只 要 找到 两 个 列表 中 同时 出 现 的 最 大 数字 ， 即 3。 想 要 回答 
诸如 “90 和 21 的 最 大 公约 数 是 不 是 等 于 3? ”或 者 “90 和 21 的 最 大 公约 
数 是 多 少 ? ”的 问题 ， 我 们 根本 用 不 着 推理 ， 只 需 应 用 上 述 这 个 虽然 烦 
琐 却 条 理 清 晰 的 算法 束 行 了 ， 它 基本 上 束 是 把 最 大 公约 数 的 定义 简单 前 























释 了 一 过 。 


欧 几 里 得 算法 可 以 让 我 们 用 不 那么 烦琐 的 方式 计算 两 个 数 的 公约 数 。 它 
的 思路 是 这 样 的 : 要 计算 两 个 数 a 和 (比如 90 和 21) 的 最 大 公约 
数 ， 我 们 可 以 用 较 小 的 数 b ERRAK a. WR ERRE”, AH 
商 是 qg， 那 么 a 就 等 于 5Xx4。 这 时 ,上 b 就 是 a 的 约 数 ， 也 是 a Ab 公约 
数 ， 并 且 它 是 最 大 的 ， 因 为 对 5b 来 襄 ， 没有 比 b 本 身 更 大 的 约 数 了 。 所 
以 就 是 a 和 的 最 大 公约 数 。 反 过 来 ， 如 果 除 法 “没有 除 尽 ”， 留 下 了 
Rør, MWA a 就 等 于 2 xd4+7r。 在 这 种 情况 下 ，a Ab 的 公约 数 也 是 b 
Al r 的 公约 数 。 所 以 ， 我 们 可 以 用 b 和 来 代替 a 和 jb， 它们 的 最 大 公 
约 数 是 一 样 的 。 欧 几 里 得 算法 会 反复 进行 这 个 计算 ， 直 到 得 到 两 个 做 除 
法 时 能 够 “正好 除 尽 ”的 数 ， 而 我 们 要 找 的 最 大 公约 数 就 是 这 两 个 数 中 比 
较 小 的 那 一 个 。 如 果 用 欧 几 里 得 算法 计算 90 和 21 的 最 大 公约 数 的 话 ， 
我 们 会 把 数 对 (90, 21) 换 成 (21, 6)， 再 换 成 (6, 3)。 由 于 6 是 3 的 倍数 ， 
3 就 是 我 们 要 的 结果 。 


对 于 90 和 21 这 两 个 数 来 说 ， 欧 几 里 得 算法 会 在 进行 3 次 除法 之 后 得 到 
结 末 。 更 一 般 来 次 ， 无 论 开 始 的 数字 是 什么 ， 都 可 以 在 有 限 次 计算 后 得 
到 结果 。 事 实 上 ， 在 把 a 换 成 的 时 候 ， 计 算 最 大 公约 数 的 数 对 越 来 越 
小 ， 而 递减 的 自然 数 数列 必然 是 有 限 的 。 


这 个 例子 说 明 ， 欧 几 里 得 等 十 希腊 人 并 没有 把 计算 弃置 一 劳 ， 反 而 创造 
出 了 新 的 算法 。 这 也 展示 了 推理 和 计算 如 何在 数学 实践 中 融合 起 来 。 和 
第 一 个 计算 最 大 公约 数 的 算法 不 同 ， 欧 几 里 得 算法 的 构造 要 求 我 们 证 明 
几 个 定理 : 首先 ， 如 果 a 能 被 b 除 尽 ， 那 么 a 和 上 的 最 大 公约 数 就 是 

b; 其 次 ， 如 果 r 是 a 除 以 b 的 余数 ， 那 么 a 和 上 的 公约 数 也 是 b 和 r 

的 公约 数 ， 再 次 ， 除 法 的 余数 总 是 比 除数 小 ; 最 后 ， 递 减 的 自然 数 数列 
是 有 限 的 。 这 些 结果 都 建立 在 推理 之 上 ， 就 像 毕 达 哥 拉 斯 学 派 证 明 一 个 
平方 数 不 可 能 是 另 一 个 平方 数 的 两 倍 一 样 。 

第 一 个 算法 的 设计 不 需要 推理 ， 但 这 是 个 特殊 情况 。 一 般 来 说 ， 仅 仅 把 
人 
E 理 才能 完成 。 


泰勒 斯 的 定理 : 数学 的 发 明 
算法 的 设计 可 能 需要 推理 。 回 过 头 来 看 ， 这 个 事实 就 给 美 索 不 达 米 亚 和 























古 埃 及 的 数学 带 来 一 个 问题 : 就 拿 美 索 不 达 米 亚 人 来 说 吧 ， 他 们 是 怎么 
不 靠 推理 就 琢磨 出 了 除法 的 算法 的 呢 ? 或 许 ， 美 索 不 达 米 亚 人 和 证 埃及 
人 可 能 有 茶 种 上 暗含 的 推理 方式 。 和 希腊 人 人 不同， 他 们 并 没有 明确 地 采取 
推理 活动 ， 比 方 说 把 推理 过 程 写 在 泥 板 上 。 他 们 多 半 并 没有 意识 到 推理 
对 于 解决 抽象 数学 问题 的 重要 性 ， 但 这 却 并 没有 影响 他 们 进行 推理 ， 束 
像 英里 衣 笔 下 的 茹 尔 丹 先生 一 样 ， 说 话 如 同 散 文 一 般 却 不 自 知 *。 


“ 茹 尔 丹 先 生 是 偶 里 哀 剧 作 《 贵 人 迷 》 的 主人 公 ， 他 努力 想 提 高 修养 ， 跻 身 贵族 ， 却 闹 出 许多 
笑话 。 译 者 注 
































人 们 常常 强调 在 设计 算法 时 进行 推理 的 必要 性 。 正 因 如 此 ， 美 索 不 达 米 
亚 人 和 古 埃及 人 虽然 没有 明确 的 推理 记载 ， 人 们 却 仍 然 猪 测 他 们 进行 了 
推理 。 然 而 很 少 有 人 指出 ， 正 是 在 这 种 必要 性 的 局 发 下 ， 古 希腊 数学 产 
生 了 奇迹 一 一 从 计算 到 推理 的 转变 。 确 实 ， 我 们 可 以 假设 ， 正 是 在 为 设 
计 新 算法 而 进行 推理 时 ， 古 希腊 人 认识 到 了 推理 的 重要 性 。 


例如 ， 我 们 凋 把 “第 一 个 ”几何 推理 归功 于 泰勒 斯 。 金 字 塔 太 高 ， 高 度 无 
法 直接 测量 。 为 了 测量 它 的 高 度 ， 泰 勒 斯 想到 了 一 个 办 法 : 他 测量 了 金 
字 拱 在 地 上 的 投影 长 度 ， 再 单独 测量 了 一 根 小 木 棒 的 高 度 和 影 长 ， 然 后 
应 用 比例 法 则 。 














金字 塔 高 度 


木 棒 高 度 





“金字塔 影 长 KEEK 


看 起 来 ， 泰 勒 斯 的 目标 是 设计 一 个 新 算法 来 计算 线段 的 长 度 。 在 构造 算 
法 时 ， 他 需要 证 明 金字 塔 和 它 的 投影 的 比例 与 木 棒 及 其 投影 的 比例 相 

同 。 这 个 定理 由 此 拥有 了 它 内 在 的 价值 ， 也 就 是 我 们 今天 所 说 的 “平行 
线 分 线段 成 比例 定理 ”3。 




































































| 3 本 定理 亦 称 “ 截 线 定理 ”。 在 法 语 中 称 为 “泰勒 斯 定理 ”(Théoreme de Thalas)， 但 汉语 和 英语 中 
的 “泰勒 斯 定理 ? 常 指 另 一 条 定理 ， 即 直径 所 对 圆周 角 为 直角 。 译 者 注 


















































论证 与 实践 


欧 几 里 得 算法 的 存在 还 提出 了 另 一 个 问题 ， 束 是 数学 论证 与 数学 实践 的 
明显 矛盾 一 一 前 者 几乎 没有 给 计算 立足 之 地 ， 而 后 者 则 非常 依赖 计算 。 
ee 边 声 称 只 有 推理 重要 ， 一 边 又 构造 了 这 些 算 
法 的 呢 ? 


我 们 再 来 看 看 这 个 算法 是 怎么 计算 90 和 21 的 最 大 公约 数 的 。 一 种 说 法 
是 ， 我 们 就 是 按照 算法 的 说 明 , “盲目 地 ”把 数 对 (90,21) 换 成 了 (21,6), 
又 换 成 了 (6,3)， 最 后 得 到 了 3， 这 时 发 现 它 确实 求 出 了 这 两 个 数 的 最 大 
公约 数 。 换 一 种 说 法 ， 我 们 要 说 明 把 数 对 (90,21) 换 成 (21,6) 是 有 道理 
的 ， 证 明 90 和 21 的 最 大 公约 数 等 于 21 和 6 的 最 大 公约 数 。 这 只 需要 
用 到 前 面 说 到 的 一 个 定理 就 行 了 : Ma 与 数 b 的 最 大 公约 数 和 4b 与 r 的 
最 大 公约 数 相 等 ， 其 中 r 是 a 除 以 b 的 余数 。 如 果 用 后 面 这 种 表述 方 
法 ， 我 们 就 可 以 完全 不 提 欧 几 里 得 算法 的 事 ， 而 只 是 利用 了 前 面 的 两 个 
定理 ， 就 证 明了 90 和 21 的 最 大 公约 数 是 3。 


更 具体 来 说 ， 除 了 得 到 结果 等 于 3 之 外 ， 欧 几 里 得 算法 还 构造 了 一 套 扒 
理 ， 可 以 证 明 90 和 21 的 最 大 公约 数 是 3。 一 旦 这 个 推理 完成 之 后 ， 它 
是 怎么 来 的 就 不 重要 了 一 一 只 要 存在 就 行 了 。 假 如 古 希腊 人 及 后 来 者 确 
实 认为 计算 只 是 构造 推理 的 工具 ， 而 且 构造 < 工具 应 该 隐藏 在 构造 "成 
果 ” 的 背后 ， 那 么 十 希腊 数学 的 矛盾 一 一 在 数学 实践 中 使 用 计算 ， 却 在 
数学 论证 中 几乎 绝口 不 提 计算 一 似乎 也 是 情 有 可 原 的 。 


进位 制 


现在 来 看 看 数学 史上 的 第 二 个 时 刻 吧 。 我 们 平常 总 觉得 ， 如 何 表示 数学 
对 象 以 及 日 党 生活 中 的 物体 ， 只 古 个 细 枝 术 市 的 问题 。 把 狮子 叫 作 “ 狮 
子 ” 或 者 把 老虎 叫 作 “ 老 虎 * 并 没有 什么 特别 的 道理 。 我 们 也 完全 可 以 男 
选 两 个 词 ， 只 要 保证 使 用 完全 相同 的 用 法 ， 换 个 名 字 也 还 是 一 回 事 。 语 
言 学 家 把 这 种 现象 称 为 符号 的 “任意 性 ”。 同 样 ， 我 们 也 完全 可 以 给 数 
字 “ 三 ”换个 词 ， 或 者 给 “3? 换 个 书写 符号 ， 也 不 会 有 什么 大 的 不 同 。 其 
他 语言 本 来 就 用 别 的 词 表 示 数 字 ， 比 如 德语 中 的 “drei" 或 天 语 中 

的 “three”， 德 国人 和 英国 人 的 数学 和 我 们 的 数学 仍然 是 一 样 的 。 


要 是 让 符号 的 “任意 性 ”更 进一步 ， 我 们 可 能 会 觉得 把 数字 三 十 一 写 
成 < 三 十 一 “JIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIT“XXXI“3X 1 还 是 <31? 都 没什么 





























区 别 。 然 而 并 不 完全 是 这 么 回 事 。 


首先 ， 为 什么 我 们 觉得 需要 一 种 特殊 的 语言 来 写 数字 呢 ? 在 科学 和 其 他 
领域 ， 我 们 要 给 用 到 的 对 象 起 名 字 ， 但 一 般 来 说 ， 这 并 不 需要 及 明 一 种 
特殊 的 语言 。 比 如 ， 人 们 给 每 个 化 学 元 素 都 发 明了 一 个 名 字 : ALS 

返 .……. 但 这 还 是 中 文 啊 。 然 而 化 学 元 素 虽 多 ， 毕 况 是 有 限 的 。 同 样 的 道 
Æ, MESSE TNT ARE T — RARES: Pere". 
以 及 一 个 特殊 的 符号 : “1”“2”“3”..…. 然 而 数字 和 化 学 元 素 不 同 ， 它 可 是 
无 穷 无 尽 的 :给 每 个 数字 部 起 个 名 字 古 不 可 能 的 ， 因 为 一 门 语言 中 的 符 
写 和 单词 是 有 限 的 。 


由 此 诞生 了 一 种 思想 : 把 有 限 的 不 同 符 号 组 合成 无 限 个 符号 ， 用 来 表示 
数字 。 也 就 是 说 ， 不 是 创造 一 组 词汇 ， 而 是 发 明 一 套 语法 一 一 这 就 是 一 
门 语言 了 。 虽 然 词 汇 是 任意 的 ， 但 语法 的 随意 性 就 小 得 多 了 ， 而 且 对 于 
推理 和 计算 而 言 ， 数 字 语 言 的 某 些 语法 就 比 别 的 语法 更 为 实用 。 在 “三 
十 一 2“TIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII”“XXXT“3X 1 和 “1 中间， 最 后 一 个 表 
示 法 是 最 好 的 : 数字 “3” 表 示 的 是 十 的 个 数 ， 而 这 是 通过 位 置 体现 出 来 
的 。 这 样 ， 如 果 把 一 个 数字 写 在 男 一 个 数字 下 方 ， 个 位 就 对 齐 个 位 ， 十 
位 对 齐 十 位 ..….... 这 样 做 加 减法 就 会 很 方便 。 尤 其 是 做 乘法 的 算法 变 得 简 
单 了 要 把 数字 乘 以 10， 只 要 在 后 面 加 个 0， 也 就 是 把 数字 问 左 移 一 
格 就 可 以 了 。 


这 种 进位 制 来 自 于 美 索 不 达 米 亚 ， 其 雏形 在 公元 前 2000 FIRE 
了 。 不 过 ， 美 索 不 达 米 亚 人 用 的 体系 太 复 杂 ， 后 来 印度 数学 家 把 它 简 化 
了 。 随 后 在 9 世纪 时 ， 印 度 体 系 通过 一 本 叫 作 《代数 学 》 的 书 传 到 了 阿 
拉 伯 世界 。 该 书 的 作者 是 阿尔 -人 花 拉 子 米 (al-Khwarizmi) ， 这 就 是 “ 算 
7” (algorithm) 一 词 的 由 来 。 中 世纪 的 数学 家 花 了 几 个 世纪 来 完善 进 
位 制 带 来 的 算法 。 这 套 体 系 在 12 世 纪 传 到 了 欧洲 。 


中 世纪 的 欧洲 数学 家 由 此 继承 了 双重 的 遗产 : 一 面 是 来 自 希 腊 ， 而 另 一 
面 又 通过 进位 制 吸取 了 美 索 不 达 米 亚 的 数学 思想 ， 而 后 者 至 少 与 前 者 同 


等 重要 。 


公理 化 方法 的 发 现 并 没有 扼杀 计算 。 相 反 ， 通 过 继承 美 索 不 达 米 亚 的 数 
学 遗产 ， 计 算 的 问题 一 直 存 在 ， 并 成 为 了 中 世纪 数学 家 眼中 的 重要 读 
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微 积 分 


在 看 过 了 欧 几 里 得 算法 和 四 则 运算 之 后 ， 我 们 现在 来 看 看 数学 史上 的 第 
三 个 时 刻 : 微 积 分 。 微 积分 是 17 世纪 由 卡 瓦 列 里 、 牛 顿 、 莱 布 尼 欧 等 
人 共同 建立 起 来 的 。 然 而 它 的 根源 却 可 以 追溯 到 古代 阿 基 米 德 的 两 个 发 
Bl: 一 个 是 圆 的 面积 ， 男 一 个 是 抛物 线 与 形 的 面积 。 

如 今 ， 大 家 都 知道 圆 的 面积 等 于 半径 的 平方 再 乘 以 3.1415926.…。 阿 基 
米 德 还 没有 得 出 这 一 步 ， 但 他 已 经 证 明 圆 的 面积 沙 在 半径 的 平方 的 

3 十 元 二 3.140… 倍 和 3 十 君王 3.142… 倍 之 间 。 换 句 话 说 ， 他 已 经 得 出 
SBF x 的 两 位 小 数 。 对 于 抛物 线 写 形 的 面积 ， 阿 基 米 德 则 得 出 了 一 个 
精确 解 ; 抛物 线 号 形 的 面积 等 于 内 接 三 角形 面积 的 > 倍 。 


为 了 得 到 这 一 结果 ， 阿 基 米 德 把 抛物 线 己 形 分 成 了 无 数 个 小 三 角形 ， 然 
后 把 它们 的 面积 加 起 来 。 























设 抛物 线 内 接 三 角形 的 面积 为 单位 一 ， 那 么 根据 定义 ， 第 一 个 三 角形 的 
面积 自然 是 1。 我 们 可 以 证 明 它 两 侧 的 两 个 三 角形 的 总 面积 是 +， 再 外 全 
的 四 个 小 三 角形 的 总 面积 是 …… 每 组 三 角形 的 面积 都 是 前 一 组 三 角形 
的 了 。 于 是 抛物 线 弓 形 的 面积 就 是 所 有 这 些 三 角形 的 面积 总 和 ; 
Hit) +) +…， 这 个 无 穷 数列 的 和 是 有 限 的 : 3。 阿 基 米 德 可 能 
对 给 无 穷 多 个 数 求 和 还 心 存疑 虑 ， 他 就 考虑 了 有 限 和 1、1 + 
1+ 了 + (3) .... 也 就 是 抛物 线 内 接 多 边 形 的 面积 ， 它 总 是 比 抛物 线 马 形 
本 身 的 面积 小 。 他 证 明了 抛物 线 弓 形 的 面积 不 可 能 小 于 +， 否则 就 会 小 
于 菜 个 内 接 多 边 形 了 ， 而 这 是 不 可 能 的 。 阿 基 米 德 还 利用 外 接 多 边 形 进 
行 了 另 一 套 论证 ， 证 明了 抛物 线 弓 形 的 面积 不 会 超过 3 。 如 果 面 积 既 不 
能 大 于 3 也 不 能 小 于 3， 那 它 就 只 能 等 于 3 了 。 











到 了 16 tec, Ph HET Be eH er air SCS FB Bee IE BH ZR BL IK 
等 数学 家 开始 计算 无 穷 数 列 求 和 ， 那 么 在 推理 上 就 不 用 兜 这 么 大 轿子 

了 。 然 而 ， Pil AAS ITE HE LS Te A T 点 ， 要 证 明 每 组 三 角形 的 面积 
都 是 前 一 组 面积 的 + 也 是 要 大 费 周章 的 。 所 以 ， 直 到 17 世纪 ， 计 算 几 

何 图 形 的 面积 都 是 件 让 人 伤 脑筋 的 事 。 


到 了 17 世纪 ， 在 勒 内 : 笛 卡 儿 发 明了 举 标 表示 法 之 后 ， 人 们 就 顺理成章 
地 用 方程 来 表示 曲线 了 。 比 如 ， 前 面 图 中 的 抛物 线束 可 以 用 方程 
y =1- 1T RRA. 








aA 1 


AST Be, RIM AAD A SOY eS FEN TDA, HIER Sy fe 
之 间 部 分 ， 而 不 用 把 它 分 解 成 一 扒 三 角形 了 。17 世纪 数学 家 们 的 一 大 











发 现 ， 恰 恰 就 是 计算 曲线 围绕 的 图 形 RE 
程 来 表示 ， 并 且 这 个 方程 足够 简单 。 
一 步 ， 找 出 曲线 围 成 的 面积 与 男 一 个 概念 Z 间 的 联系 。 





让 我 们 来 考虑 一 个 函数 ， es EIT 5 的 函数 。 这 个 函 


BE AABE D EP, CRETE 该 函 


数 在 z+h 处 与 在 x 处 的 值 之 差 是 一 了 hh 一 zh 。 于 是 这 个 函数 在 x 
和 z+h 之 间 部 分 的 “增长 率 ” 就 是 这 个 差 值 除 以 h， 结果 是 
1 — 7° 一 Th 一 年 ， 








这 个 函数 在 点 x 上 的 瞬时 增长 率 ， 也 就 是 在 x 处 的 < 导数 *， 就 是 上 面 这 
个 增长 率 在 h 趋 于 0 时 的 结果 ， 最 后 两 项 消失 了 ， 只 留 下 了 1-。 








不 过 ， 如 果 只 是 为 了 求 函数 了 一 守 的 导数 ， 就 用 不 到 上 面 这 些 推理 过 程 
了 。 实 际 上 ， 我 们 可 以 证 明 两 个 函数 之 和 的 导数 就 是 其 导数 之 和 。 我 们 
只 需要 求 出 x 的 导数 ， 再 求 出 - 守 的 导数 ， 然 后 加 起 来 就 好 了 。 接 下 

来 ， 我 们 还 可 以 证 明 函 数 乘 上 一 个 常数 之 后 ， 其 导数 也 要 乘 上 这 个 值 ， 
所 以 只 需要 知道 的 导数 再 乘 上 一。 最 后 ， 为 了 求 出 x 和 沁 的 导数 ， 

只 需要 知道 z 的 导数 是 nz"-!。 那 么 了 一 守 的 导数 就 是 1 过。 











求 7 一 于 的 这 两 种 方法 有 什么 区 别 呢 ? 对 于 第 一 种 方法 ， 我 们 需要 进行 
一 个 小 小 的 推理 ， 虽 然 很 简单 ， 但 也 需要 动 动脑 筋 。 而 第 二 种 方法 只 需 
应 用 规则 ， 就 可 以 按部就班 地 求 出 导数 了 : 


。 和 的 导数 等 于 导数 之 和 ; 
。 和 常数 倍 的 导数 等 于 导数 的 常数 倍 ; 
ec SRE nr" 。 


一 旦 证 明了 这 三 条 规则 的 正确 性 ， 求 函数 的 导数 就 是 一 个 简单 的 计算 

了 。 这 个 求 导数 的 方法 不 是 用 于 数字 ， 而 是 用 于 函数 表达 式 。 而 且 ， 并 
不 是 所 有 的 函数 表达 式 都 适用 ， 而 只 适用 于 能 够 通过 x 和 常数 的 加 法 和 
乘法 得 出 的 函数 一 一 多 项 式 。 更 为 普 适 的 算法 可 以 处 理 更 丰富 的 数学 语 
言 ， 比 如 指数 函数 、 对 数 函 数 和 三 角 函 数 等 ， 不 过 本 质 上 并 没有 什么 不 


同 。 











x 的 函数 1 一 避 是 函数 了 一 守 的 导数 。 反 过 来 ， 我 们 说 函数 了 一 守 是 
1 一 忆 的 一 个 “ 原 函 数 ”"。 我 们 可 以 证 明 这 个 函数 有 好 多 个 原 函 数 ， 都 是 
在 这 个 原 函 数 上 加 一 个 常数 得 到 的 。 
再 回 过 头 来 看 看 求 导 的 规则 ， 构 造 出 一 套 求 原 函数 的 规则 也 不 难 : 

。 和 的 原 函 数 等 于 原 函 数 之 和 ; 


。 管 数 倍 的 原 函 数 等 于 原 函 数 的 常数 倍 ; 





oo mB P+D, 
步 应 用 这 个 算法 ， 我 们 就 可 以 求 出 1 一 之 的 一 个 原 函数 ; 
让 我 们 回 到 求 面 积 的 问题 上 。 微 积分 的 基本 定理 把 面积 和 原 函数 的 概念 


联系 了 起 来 。 如 果 设 Fr) 是 模 坐 标 为 x 的 竖 线 左 侧 的 抛物 线 部 分 的 面 
让， 由 于 函数 1 -一 是 连续 的 ， 不 难 证 明 函 数 下 的 导数 就 恰好 是 1 一 六 











一 1 X Xt+h 1 
hi, BAP 1-2? NE R A: 它 是 z 一 志 加 上 一 个 常数 。 

由 于 在 z= -1 时 下 的 值 是 0， 这 个 常数 值 就 只 能 是 ?， 那 么 下 就 是 

7 一 志士 3。 抛物 线形 的 面积 就 是 这 个 函数 在 1 处 的 值 ， 即 3 。 我 们 得 到 
了 和 阿 基 米 德 一 样 的 aR, 不 过 用 的 方法 却 不 是 把 抛物 线 与 形 拆 成 小 三 
角 。 如 果 想 求 曲线 y= 1 — 2° 围 成 的 抛物 线 弓 形 的 面积 ， 就 用 不 着 构造 
一 套 复 杂 的 推理 来 求 拆 分 出 来 的 这 些小 三 角 的 面积 只 要 用 前 面 说 
的 方法 求 出 1 一 地 的 原 函 数 ， 然 后 调整 常数 ， 满 足 -1 处 的 值 是 0， 再 取 
1 处 的 值 就 可 以 了 。 


oe te a 
处 理 更 复杂 的 数学 语言 ， 不 过 推广 起 来 不 像 求 导 算法 那么 方便 。 在 三 

多 世纪 的 时 间 里 ， 求 原 函 数 的 过 程 一 直 混 杂 着 算法 与 技巧 ， FRE E 
KAFE, 2s) Litt, RIRE., AF20 世纪 开发 了 形式 计 














算 程序 ， 积 分 算法 理论 才 形 成 体系 。 我 们 后 面 还 会 讲 到 它 。 


回 到 17 世纪 ， 随 着 导数 和 原 函数 概念 的 出 现 ， 以 及 相应 算法 的 建立 ， 
许多 求 面积 ， 甚 至 求 体积 、 长 度 、 重 心 .….. 的 问题 都 被 简化 为 简单 的 计 
算 。 一 类 问题 的 解法 系统 化 了 ， 求 解 起 来 容易 了 ， 人 们 就 可 以 探索 更 让 
阔 的 数学 世界 。 古 代 的 数学 家 已 经 求 出 了 某 些 图 形 的 面积 ， 而 17 世纪 
的 数学 家 走 得 要 远 得 多 。 要 求 出 某 些 复杂 曲线 ， 比 如 y = 2-2? — 2° fE 
-1 和 1 之 间 围 成 的 面积 ， 古 代数 学 家 会 头疼 不 已 ， 然 而 对 于 17 世纪 的 
数学 家 来 说 就 是 小 菜 一 碟 ， 只 要 计算 2 一 zx? 一 上 的 一 个 在 -1 处 等 于 0 的 
原 函 数 (27 分 一 所 +5) ， 再 取 原 函数 在 1 处 的 值 ， 就 得 到 了 结 

，。 这 些 算法 工具 让 我 们 能 够 对 付 那些 在 " 赤 手 空 源 " 时 看 似 难 比 登 天 的 
问题 。 没 有 这 些 工具 时 无 法 研究 的 一 些 新 几何 图 形 也 在 17 世纪 出 现 
Le 




















算法 方法 融入 了 几何 学 这 一 公理 化 方法 的 “ 邓 殿 ”， 在 这 一 数学 分 支 的 名 
称 中 留 下 了 深刻 的 印记 : 我 们 谈 到 它 的 时 候 不 会 说 “积分 理论 >?， 而 是 
说 “ 微 积 分 ”。 在 英语 里 , “calculus” 一 词 就 专 指 这 一 数学 分 支 ， 而 另 一 个 
词 “computation” 指 的 则 是 一 般 的 计算 。 


第 3 章 谓词 逻辑 


在 前 面 两 章 中 ， 我 仅仅 谈 到 了 数学 史上 几 个 重要 时 刻 ， 为 的 是 说 明 计 算 
问题 在 数学 实践 中 的 悠久 渊源 。 我 当然 可 以 讲 得 更 详细 ， 说 说 由 斯 卡 三 
角形 、 高 斯 消去 法 、 概 率 的 计算 ..……. 但 我 还 是 把 这 个 艰巨 的 任务 留 给 历 
ee 


在 20 世纪 ， 计 算 和 推理 的 概念 竞相 发 展 。 在 谈 计 算 的 历史 之 前 ， 我 移 
来 小 小 地 跑题 一 下 ， 看 看 推理 的 情况 。 我 在 前 面 讲 到 了 亚 里 士 多 德 与 斯 
多 多 的 轴 辑 ， 但 这 两 种 馆 辑 都 不 足以 表达 数学 推理 ， 因 为 它们 的 命题 语 
法 都 大 过 粗糙 。 虽 然 有 业 布 尼 淆 等 人 做 出 几 次 勇敢 的 答 试 ， 直 到 19 H 
纪 末 ， 寻 找 适 合 数学 命题 的 语法 以 及 推理 规则 的 问题 才 有 了 一 些 进展 。 
这 次 复兴 的 主要 引领 者 是 戈 特 洛 布 : 弗 雷 格 ， 而 他 的 动机 却 完 全 出 于 哲 
EL A E A 








先天 综合 判断 


“三 角形 有 三 个 角 ” 和 “地 球 有 一 个 卫星 ”， 这 两 个 命题 都 为 真 ， 但 原因 却 
不 同 。 三 角形 有 三 个 角 来 自 “ 三 角形 ”这 个 词 的 定义 。 相 反 ,“ 地 球 ” 这 个 
词 的 定义 可 从 来 没有 规定 地 球 有 一 个 卫星 。 换 名 话说 ， 我 们 无 法 想象 三 
角形 会 有 四 个 角 或 五 个 角 ， 然 而 ， 我 们 完全 可 以 想象 地 球 像 水 星 或 金星 
一 样 没 有 卫星 。 一 个 命题 按照 定义 就 必然 为 真 的 判断 ， 就 是 康德 所 请 

的 “分 析 判 断 ”。 相 反 ， 若 一 个 命题 为 真 ， 却 不 是 由 于 定义 ， 则 称 之 

为 “综合 判断 ”。 所 以 ， 命 题 “ 三 角形 有 三 个 角 ”* 为 真是 分 析 判 断 ， 而 “地 

球 有 一 个 卫星 ”为 真 则 是 综合 判断 。 


康德 还 提出 了 另外 一 种 区 别 ， 即 先天 判断 和 后 天 判断 的 分 别 。! 如 果 仅 

仅 需 要 我 们 的 大 脑 即 可 做 出 判 新 ， 那 它 就 是 先天 的 ;如 宁 需 要 和 目 然 进 

行 互动 才能 做 出 判断 ， 那 它 就 是 后 天 的 。 比 如 ， 确 证 三 角形 有 三 个 角 只 

需要 想 一 下 束 可 以 了 : 判断 完全 在 我 们 的 头脑 中 进行 。 反 之 ， 束 算 绥 尽 

人 必须 早晚 都 得 抬头 看 看 天 
， 才 能 确认 。 
































la priori 和 a posteriori 亦 有 译 法 作 * 先 验 ? 和 * 后 验 ”。 此 处 据 邓 晓 芒 译 《 纯 粹 理性 批判 》 译 
作 * 先 天 ”， 借 此 和 另 一 “ 先 验 ” (transzendental〉 概念 相 区 别 。 一 一 译 者 注 


























这 些 例 子 可 能 让 我 们 误 以 为 这 两 种 划分 方法 是 重合 的 : 分 析 判 断 总 是 先 
天 的 ， 而 综合 判断 总 是 后 天 的 。 并 不 是 这 么 回 事 。 有 些 判 断 是 综合 而 先 
天 的 : 我 们 并 不 总 是 需要 试验 才能 了 解 自 然 。 最 著名 的 先天 综合 判断 就 
是 “我 存在 ” 自然 在 我 之 前 已 经 存在 了 很 人 人 了， 在 我 员 后 也 将 存在 很 

和 久 ， 即 使 我 从 未 出 现 过 也 会 存在 。 我 们 不 能 说 我 是 根据 定义 而 存在 的 ， 
因此 对 “我 存在 ”的 判断 是 综合 的 。 然 而 ， 和 上 自问 袋鼠 是 否 存 在 时 不 同 ， 

我 根本 用 不 着 跑 去 观 罕 这 种 澳洲 动物 才能 让 上 自己 确信 我 是 存在 的 ， 因 为 
我 思 ， 所 以 我 在 。 时 间 的 存在 也 是 一 个 先天 综合 判断 。 时 间 并 不 是 按照 
定义 就 存在 的 ， 也 不 需要 有 什么 东西 移动 或 变化 。 然 而 ， 我 们 并 不 需要 
观察 号 外 之 物 才 能 知道 时 间 的 存在 。 我 们 的 意识 随时 间 变 化 ， 这 就 足以 
让 我 们 意识 到 时 间 的 存在 了 。 


按照 弗 雷 格 的 说 法 ， 到 此 出 现 了 一 个 问题 ， 对 康德 来 说 ， 所 有 数学 判断 
都 属于 先天 综合 判断 。 数 学 判断 是 先天 的 ， 这 一 点 相对 明确 。 做 证 明 的 
时 候 ， 瓯 像 毕 达 哥 拉 斯 学 派 为 了 证 实 一 个 平方 数 不 可 能 是 另 一 个 平方 数 
两 倍 ， 或 证 明 三 角形 内 和 角 和 总 是 180 的 时 候 ， 我 们 用 不 到 显微镜 或 望 远 
镜 ， 也 不 需要 看 目 己 身 外 的 东西 。 然 而 康德 认为 ， 对 “三 角形 有 三 个 

角 ” 这 个 命题 的 判断 ， 与 对 “三 角形 内 角 和 是 180° ”这 个 命题 的 判断 ， 两 
者 性 质 不 同 。 三 角形 有 三 个 角 是 从 三 角形 这 个 概念 的 定义 得 出 的 ， 而 内 
角 和 是 180° 则 不 然 。 因 此 第 一 个 判断 是 分 析 的 ， 而 第 二 个 判断 不 是 
那么 它 只 能 是 综合 的 。 因 此 ， 第 二 个 判断 是 先天 综合 判断 。 同 理 ， 康 德 
认为 “2+2=4” 也 不 源 于 2 或 者 4 的 定义 ， 这 也 是 一 个 先天 综合 判断 。 


从 数 的 概念 到 概念 和 命题 


和 康德 的 想法 不 同 ， 弗 和 雷 格 的 目的 在 于 证 明 “2+2=4” 是 自然数 的 定义 所 
暗合 的 ， 因 为 尽管 定义 中 并 没有 明确 地 说 明 这 一 点 ， 却 可 以 通过 推理 演 
绎 出 来 。 弗 雷 格 由 此 提出 ， 推 理 的 作用 在 于 把 数学 概念 的 定义 中 隐藏 的 
东西 明确 地 展现 出 来 。 当 然 ， 这 些 概念 的 性 质 隐 藏 在 定义 中 ， 即 使 是 提 
出 定义 的 人 也 并 不 了 解 。 他 们 上 自己 的 定义 ， 就 像 他 们 的 行为 一 样 ， 其 结 
果 可 能 是 他 们 未 曾 预料 的 ， 却 必然 是 由 他 们 引发 的 。 


要 维护 这 一 论点 ， 弗 雷 格 就 得 给 出 一 个 目 然 数 的 定义 ， 明 确 泪 绎 规则 ， 
并 展示 如 何 从 这 个 定义 出 发 ， 能 够 通过 推理 证 明 类 似 于 “2+2=4” 这 样 的 
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有 关 目 然 的 知识 的 思维 能 力 十 分 看 重 。 人 们 不 禁 要 问 ， 思 维 获 得 这 些 知 
识 的 机 制 ， 特 别 是 推理 的 规则 是 怎样 的 昵 ?然而 出 乎 意料 的 是 ， 柏 拉 
图 、 笛 卡 儿 和 康德 自己 却 对 此 人 鲜 有 提 及 。 


费 雷 格 是 从 哲学 视角 出 发 ， 但 他 的 工作 却 和 理 碍 德 . 戴 德 金 或 朱 塞 佩 : 皮 
亚 诺 等 数学 家 不 谋 而 合 。 这 二 人 在 19 世纪 末 也 在 寻 咒 自然 数 的 定义 。 

确实 ， 对 “点 ?和 “直线 ?的 最 初 定 义 可 以 退 溯 到 欧 几 里 得 ， 而 在 19 世纪 
末 之 前 ， 却 没有 任何 目 然 数 的 定义 或 是 算术 的 公理 出 现 。 或 许 人 们 已 经 
知道 了 2+2 等 于 4 的 运算 法 则 ， 所 以 找 出 个 公理 来 证 明 它 就 显得 不 那么 
急切 了 。 虽 然 自 从 毕 达 哥 拉 斯 开始 ， 我 们 残 知道 需要 进行 推理 才能 做 算 
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为 了 给 自然 数 下 定义 ， 弗 雷 格 受到 了 大 卫 . 休 并 在 一 个 多 世纪 之 前 草创 
的 一 个 观点 的 启发 ， 提 出 把 自然 数 定义 为 集合 的 集合 ， 比 如 数字 3 就 是 
所 有 三 个 元 素 的 集合 构成 的 集合 : { {波尔多 斯 , 阿 多 斯 , 阿拉 密斯 六 ,{ 奥 尔 
加 , 2595, 伊 琳 娜 3,{ 猪 大 哥 , 猪 二 哥 , 猪 小 弟 上 六 所 以 要 定义 自然 数 ， 

就 先 要 定义 集合 的 概念 。 


?2 源 自 大 仲 马 小 说 《三 剑客 》。 一 一 译 者 注 











3 源 自 契 订 夫 剧本 《三 姐妹 》。 一 一 译 者 注 


对 弗 雷 格 来 说 ,“ 集 合 * 与 "概念 "完全 可 以 混为一谈 “玫瑰 "的 集合 和 "是 
玫瑰 "的 概念 没有 什么 区 别 ， 而 概念 是 通过 命题 来 定义 的 。 弗 雷 格 由 此 
又 重新 打开 了 一 个 问题 ， 一 个 自古 代 之 后 就 多 少 被 捆 置 了 的 问题 一 洪 
清 数 学 命题 的 语法 和 演 经 规则。 


弗 雷 格 的 逻辑 


弗 雷 格 把 斯 多 兢 的 一 些 概念 又 拿 了 出 来 : 最 突出 的 是 在 弗 雷 格 的 逻辑 
中 ， 命 题 是 由 原子 命题 组 成 的 ， 并 通过 “和 ”或 “不 是 “如 果 ..…..….. 那 
么 .…….” 等 连词 组 合 起 来 。 不 过 ， 和 斯 多 莫不 同 ， 弗 雷 格 像 中 世纪 的 逻 
辑 学 家 一 样 把 原子 命题 进一步 拆 分 了。 不 过 他 不 是 拆 成 两 个 部 分 一 一 主 











语 和 谓语 ， 其 中 谓语 作用 于 主语 ， 而 是 拆 成 一 个 关系 谓词 *， 它 把 包括 
主语 在 内 的 若干 补 语 联系 起 来 。 对 于 原子 命题 “4 小 于 5"， 斯 多 葛 学 派 
把 它 看 成 是 不 可 拆 分 的 元 素 ， 中 世纪 的 逻辑 学 家 把 它 拆 成 谓语 * 小 于 
SHOE", MAUR AIR Tr, ENE AAS 
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ANY Hee FAI FE, Jp ATE 1879 年 提出 的 逻辑 也 可 以 表达 一 
个 事实 : 谓词 不 是 作用 于 某 个 特定 物体 ， 而 是 作用 于 所 有 物体 ， 或 是 一 
些 非特 指 的 物体 。 传 统 语法 ， 比 如 亚 里 士 多 德 的 逻辑 ， 是 把 主语 或 补 语 
换 成 非特 指 代词 “所 有 人 ”或 “ 朱 些 人 ”。 于 是 ， 命 题 “ 所 有 人 都 是 必死 
的 ”和 命题 “ 苏 格 拉 抵 是 必死 的 ?是 用 同一 种 方式 构造 出 来 的 ， 只 是 把 “ 苏 
格拉 底 ” 换 成 了 代词 “< 所 有 人 ”。 这 是 自然 语言 不 精确 的 原因 之 一 ， 因 为 
假如 加 上 一 个 关系 谓词 的 话 ， 命 题 5 所 有 人 都 爱 共 个 人 ”， 可 以 表示 有 一 
个 人 是 人 见 人 爱 ， 也 可 以 表示 所 有 人 都 有 意中人 ， 却 并 不 一 定 爱 的 是 同 
一 个 人 。 在 自然 语言 中 ， 如 果 上 下 文 还 不 足以 消除 语义 的 模糊 ， 我 们 会 
加 上 限定 词 来 比 过 这 些 陷阱 。 然 而 为 了 澄清 演绎 规则 ， 我 们 融 必 须 给 语 
义 不 同 的 命题 规定 不 同 的 形式 。 


为 此 ， 戈 特 洛 布 . 弗 雷 格 和 查尔斯. 桑 德 斯 :皮尔 士 使 用 了 16 世纪 韦 达 等 
代数 学 家 的 一 个 发 明 ， 变 量 的 概念 。 关 系 谓词 “小 于 ”不 是 作用 

于 “4"“5" 等 名 词 或 非特 指 代词 ， 而 是 首先 作用 于 变量 x 和 y， 这 就 得 到 
了 命题 <x 小 于 y ”。 然 后 ， 我 们 用 “ 任 取 x ”或 “存在 x ”等 短语 来 说 明 这 
些 变量 是 全 称 性 的 还 是 存在 性 的 ， 这 些 短语 称 为 “量词 >。 由 此， 亚 里 二 
多 德 迎 辑 中 的 命题 < 所 有 人 都 是 必死 的 "在 弗 雷 格 的 过 辑 中 就 分 解 成 “ 任 
取 x， 车 x 是 一 个 人 ， 则 x 是 必死 的 "。 而 “所 有 人 都 爱 菜 个 人 ”就 可 以 解 
释 成 “ 任 取 x， 均 存在 y 使 得 x 爱 y ”或 “存在 y， 使 得 任 取 x， 均 有 x 爱 y 

















命题 中 量词 的 顺序 消除 了 如 “所 有 人 都 爱 某 个 人 ?或 "所 有 数 都 比 某 个 数 
小 等 句子 中 的 含义 模糊 之 处 。 因 此 ， 命 题 “ 任 取 x， 均 存在 y 使 得 x 小 
于 y ”说 的 是 对 于 任意 数 ， 都 有 一 个 数 比 它 大 ， 这 是 真 命题 ， 而 命题 " 存 
在 一 个 数 y， 使 得 任 取 x，x 均 小 于 y” 则 意味 着 有 一 个 数 比 所 有 其 他 数 
都 大 ， 所 以 是 伪 命 题 


一 旦 关系 谓词 符号 、 变 量 以 及 “ 任 取 ”和 “存在 ”等 量词 丰富 了 命题 的 语 

法 ， 要 表述 演绎 规则 就 不 难 了 。 比 如 斯 多 万 学 派 知 道 的 一 条 演绎 规则 : 
可 以 从 命题 “如 果 A 那么 B” 和 命题 A 来 演绎 出 命题 B。 而 另 一 条 则 可 以 
从 命题 “A 和 B ”演绎 出 命题 A。 最 有 意思 的 演绎 规则 是 涉及 量词 的 比 




















如 有 一 条 规则 可 以 从 * 任 取 x, WU A ”演绎 出 将 变量 x 替换 为 某 种 表达 式 
的 命题 4。 这 样 一 来 ， 就 可 以 利用 这 了 节 后 一 条 规则 从 命题 “ 任 取 x， 和 后 x 
古 一 个 人 ， 则 x 是 必死 的 ?， 演 绎 出 “ 知 苏 格拉 撒 是 一 个 人 ， 则 苏 格 拉 底 
FED ICH”. BEAR EAN AE OM ERE Th AY, ET AAE RAN 
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数 2 和 4， 再 定义 加 法 ， 从 而 证 明 命 题 2+2=4。 这 就 说 明 ， 该 命题 成 并 
是 从 上 自然数 和 加 法 的 定义 得 出 的 ， 所 以 该 命题 为 真 的 判断 实际 上 是 分 析 
判断 ， 而 不 是 如 康德 所 说 是 综合 判断 。 


数学 的 普 世 性 


通过 这 个 逻辑 ， 弗 雷 格 可 谓 完 成 了 一 箭 双 操 的 壮举 : 一 来 ， 他 成 功 地 综 
合 了 亚 里 士 多 德 和 斯 多 葛 的 逻辑 ， 并 提出 了 比 古 人 表达 能 力 更 强 的 逻 
辑 ， 二 来 ， 他 从 集合 的 概念 推导 出 了 数 的 概念 ， 给 出 了 自然 数 的 定义 ， 
并 证 明了 2+2=4。 


在 自然数 上 发 生 的 事情 也 同样 适用 于 许多 其 他 的 数学 概念 : AH E 
的 逻辑 ， 我 们 几乎 可 以 定义 任何 想 要 的 概念 ， 并 证 明 几 乎 所 有 已 知 的 定 
理 。 所 以 弗 雷 格 的 馆 辑 有 了 两面 。 一 方面 ， 它 仅仅 制定 了 演绎 规则 和 一 些 
涉及 笼统 概念 的 公理 ， 比 如 “集合 "和 “概念 ”的 概念 。 从 这 个 角度 来 说 ， 
它 符 合 亚 里 士 多 德 和 斯 多 丽 逻 辑 的 传统 。 我 们 可 以 这 样 定义 形容 词 “ 符 
MEE: 如 有 果 茶 个 推理 可 以 用 弗 雷 格 的 逻辑 表述 出 来 ， 就 可 以 说 
它 “ 符 合 多 辑 ?。 另 一 方面 ， 弗 雷 格 的 旬 辑 可 以 表述 所 有 的 数学 推理 ， 因 
此 它 符合 欧 氏 几何 的 传统 。 我 们 可 以 这 样 定义 形容 词 “ 数 学 的 "， 如 果 茶 
个 推理 可 以 用 弗 雷 格 的 逻辑 表述 出 来 ， 束 可 以 说 它 是 “数学 ?推理 。 因 
此 ， 从 弗 雷 格 的 逻辑 来 看 ， 形 容 词 “符合 逻辑 的 ”与 “数学 的 ?是 同 义 
词 。“ 数 学 ?推理 并 没有 什么 特殊 之 处 一 一 所 有 的 “逻辑 ?推理 都 可 称 得 上 
是 “数学 ”推理 。 从 此 以 后 ， 我 们 再 也 没有 理由 用 数学 研究 的 对 象 ， 比 如 
数字 、 几 何 图 形 .…… 来 定义 数学 了 ; 我 们 完全 可 以 用 描述 这 些 对 象 的 方 
式 ， 也 就 是 逻辑 证 明 来 定义 数学 。 数 字 和 几何 图 形 等 曾 一 度 为 数学 毛 独 
有 ， 如 今 这 种 独特 性 消失 了 ， 数 学 突然 变 得 普 世 了 。 


20 世纪 初 ， 伯 特 兰 :罗素 进一步 强调 了 上 弗 雷 格 的 发 现 的 重要 性 一 一 数学 
征 普 世 的 。 那 些 认 为 数学 与 人 文科 学 蝇 无 关系 的 人 应 当 谨 记 这 一 点 。 比 
如 ， 如 宁 说 数学 不 是 一 种 适合 研究 人 类 行为 的 工具 ， 那 就 意味 看 馆 辑 和 
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人 们 还 是 可 以 维护 这 种 观点 ， 但 是 大 家 应 当 意 识 到 ， 目 弗 雷 格 和 罗素 之 
后 ， 这 种 观点 已 经 远 远 超出 “数字 和 几何 图 形 不 适合 研究 人 类 行为 ”这样 
寻常 的 想法 了 。 


谓词 逻辑 与 集合 论 


尽管 如 此 ， 弗 雷 格 的 逻辑 仍然 不 完美 ， 在 其 优点 背后 也 发 现 了 一 些 缺 

陷 。 在 这 个 过 辑 中 ， 有 可 能 同时 证 明 一 件 事 和 它 的 对 立 面 。 无 论 在 数学 
上 还 是 在 日 常生 活 中 ， 这 样 的 巴 盾 都 是 出 错 的 信号 。 弗 雷 格 的 逻辑 中 的 
NICE 1897 年 由 意大利 数学 家 布 拉 利 - 福 尔 带 发 现 的 。 后 来 ， 罗 
RE 1902 年 简化 了 这 个 悖 论 ， 并 让 它 变 得 通俗 易 懂 。 在 弗 雷 格 的 逻辑 
中 ， 荣 些 集合 是 它 目 身 的 元 隶 ， 比 如 所 有 集合 构成 的 集合 。 那 么 ， 我 们 
就 可 以 构造 一 个 集合 RI 它 包含 所 有 不 是 自身 元 素 的 集合 。 接 下 来 天 可 
DE, SÉRIE RK tA, SA AiR. AL, KAH 
弗 雷 格 的 逻辑 并 不 完善 ， 需 要 改进 。 


罗素 首先 在 1903 年 为 弗 雷 格 的 逻辑 提出 了 类 型 论 。 
他 和 怀特 海 在 接 下 来 的 几 年 中 发 展 了 这 一 理论 。 罗 素 和 怀特 海 的 “类 型 
论 ? 按 照 类 型 给 对 象 分 类 : 非 集合 对 象 ( 原 子 ) 是 0 型 ，0 型 对 象 的 集合 
(原子 的 集合 ) 是 1 型 ，1 型 对 象 的 集合 (原子 集合 的 集合 ) 是 2 
AL, DAT Dx 是 y 的 一 个 元 素 ” 只 有 在 y 的 类 型 是 x 的 类 型 加 1 时 才 
能 成 立 。 因 此 ， 包 含 所 有 集合 的 集合 是 不 存在 的 ， 因 为 原子 的 集合 不 能 
和 原子 的 集合 的 集合 混在 一 起 。 由 不 是 自身 元 素 的 集合 构成 的 集合 也 就 
不 存在 了 ， 那 么 罗素 的 迟 论 就 不 存在 了 。 


弗 雷 格 逻 和 辑 的 另 一 个 问题 ， 一 个 志和 存在 于 罗素 和 怀特 海 过 和 辑 中 的 问题 ， 
在 于 它 把 逻辑 的 概念 与 集合 论 的 概念 混为一谈 。 一 条 演绎 规则 ， 比 如 说 
从 命题 “如 果 A 那么 B” 和 命题 A 可 以 演绎 出 命 Y B, 可 以 用 在 很 多 不 同 
的 思想 领域 。 相 反 ， 公 理 “ 过 不 同 的 两 点 有 且 仅 有 一 条 直线 ? 束 只 在 几何 
里 面 有 用 ， 因 为 它 明 确 提 到 了 点 和 直线 。 同 样 的 道理 ， 公 理 “ 如 果 A 和 
ris 则 存在 一 个 由 A 和 B 共有 元 素 构 成 的 集合 ” 仅 在 集合 论 
里 。 


传统 上 ， 我 们 会 把 这 种 不 管 对 什么 推理 对 象 都 成 芯 的 演绎 规则 ， 与 针对 
茶 一 特定 理论 的 公理 区 分 开 来 。 演 绎 规则 与 推理 对 象 无 天 ， 这 一 性 质 有 
一 个 专门 的 术语 : 逻辑 的 本 体 论 中 立 性 。 弗 和 雷 格 的 逻辑 以 及 后 来 罗素 的 



























































EEA “NR BS, a eT EU a ee JP a” ER a EA © R 
PATE SG TR RSIS CBO, “Sea AS” HY Bass is ES, (ATED KT 
WIA, ERAS AMI ATA WE D, ROLE CU FREE 
己 的 公理 。 在 20 世纪 20 年 代 ， 大 卫 : 希 尔 伯 特 进一步 简化 了 罗素 的 类 
型 论 : 他 去 把 了 所 有 专门 针对 集合 概念 的 东西 ， 构 建 出 了 “谓词 逻辑 ”。 
这 个 逻辑 框架 一 直 沿 用 到 了 今天 。 自 此 之 后 ， 德 国 数学 家 恩 斯 特 : 集 梅 
洛 在 1908 年 提出 了 专门 针对 集合 概念 的 公理 ， 形 成 了 自己 的 一 套 理 


论 ， 也 就 是 “集合 论 ”。 


谓词 逻辑 和 集合 论 之 间 的 分 离 ， 削 弱 了 罗 系 关于 数学 的 普 世 性 和 非特 殊 
性 的 论断 。 到 头 来 ， 看 起 来 谓词 罗 辑 才 是 普 世 的 ， 但 为 了 在 谓词 逻辑 中 
研究 数学 ， 还 需要 加 上 集合 论 的 公理 。 那 么 ， 我 们 应 该 可 以 设计 一 种 非 
数学 的 逻辑 推理 ， 它 属于 谓词 逻辑 ， 却 使 用 和 集合 论 不 同 的 公理 。 


然而 事实 不 完全 是 这 么 回 事 。1930 年 ， 库 尔 特 : 哥 德尔 证 明 的 一 条 定理 
〈 但 不 是 著名 的 “ 哥 德 尔 定理 ?) 指出 : 不 省 什么 理论 都 可 以 转化 为 集合 
论 。 例 如 欧式 几何 ， 它 先天 地 采用 了 不 同 于 集合 论 的 一 套 公 理 ， 但 也 可 
以 转化 为 集合 论 。 这 条 定理 又 让 罗素 的 论断 恢复 了 普 世 性 ， 而 集合 论 本 
身 也 具备 了 本 体 论 中 立 性 。 


公理 问题 


除了 让 罗素 的 论断 摇摇欲坠 之 外 ， 谓 词 逻 辑 与 集合 论 的 分 离 还 惹 出 了 一 
NAG: 弗 雷 格 通 过 纯 逻 辑 概 念 定义 目 然 数 ， 并 从 这 个 定义 证 明 命题 
2+2=4 的 一 整套 工作 都 有 了 和 危险。 在 谓词 逻辑 中 ， 没 有 公理 ， 就 没 办 法 
通过 定义 自然 数 来 证 明 这 个 命题 。 不 过 反 过 来 ， 只 要 我 们 允许 自己 设置 
公理 ， 比 如 集合 论 的 公理 ， 那 束 可 以 加 以 证 明 。 在 上 弗 雷 格 的 同时 代 ， 皮 
亚 诺 提出 了 一 套 比 集合 论 更 简单 的 公理 ， 同 样 可 以 证 明 命 题 2+2=4， 并 
人 这 就 是 算 
A 


一 个 数学 判断 究竟 是 分 析 的 还 是 综合 的 ， 这 个 问题 也 转移 到 了 公理 的 概 
念 上 。 如 果 对 一 个 命题 是 否 成 立 的 判断 是 基于 证 明 的 话 ， 我 们 可 以 说 这 
个 判断 是 分 析 的 。 但 要 是 这 个 证 明 要 用 到 公理 呢 ? 那 对 公理 本 里 成 并 的 
这 个 判断 ， 是 分 析 的 ， 还 是 综合 的 呢 ? 关于 公理 的 一 个 古老 问题 义 以 更 
学 术 的 面貌 重新 浮现 出 来 : 我们 到底 为 什么 要 接受 公理 呢 ?” 既 然 人 们 一 
直 都 坚持 什么 都 要 数学 证 明 ， 那 我 们 怎么 能 不 加 证 明 地 接受 如 “过 不 同 























的 两 点 有 且 仅 有 一 条 直线 ”这样 的 公理 呢 ? 


在 20 世纪 初 ， 法 国 数学 巨匠 亨利 : 庞 加 莱 为 这 个 问题 找到 了 一 个 解答 ， 
我 来 讲 个 故事 帮助 大 家 理解 吧 。 在 一 次 前 往 南 太平 洋 的 新 赫 布 里 底 群 岛 
的 航行 中 ， 一 位 探险 家 发 现 了 一 个 与 世 隔 绝 的 小 岛 ， 上 面 的 男男女女 却 
都 会 讲法 语 。 这 位 探险 家 非常 惊讶 ， 但 很 快 就 找到 了 一 种 解释 。 当 地 人 
有 一 个 传说 : 在 很 久 很 久 以 前 ， 一 稻 打 着 法 国 国旗 的 船 在 这 个 小 岛 附近 
发 生 了 海难 ， 现 在 这 些 岛 上 居民 就 是 这 艘 船上 水 手 的 后 代 。 过 了 几 天 ， 

这 位 探险 家 又 发 现 一 件 令 他 感到 非常 惊讶 的 事 ， 当 地 人 说 他 们 会 捉 空 中 
飞 的 鱼 来 吃 。 人 们 还 和 他 说 ， 这 些 鱼 有 两 只 翅膀 、 两 个 爪子 和 一 个 尖 

路 ， 不 但 会 做 窝 ， 还 会 唱 好 听 的 歌 。 这 下 探险 家 更 吃惊 了 ， 他 试 着 和 岛 
上 的 居民 讲 ， 鱼 生活 在 海里 ， 有 鳞 有 腮 ， 根 本 不 会 发 声 。 结 果 对 方 哈哈 
大 笑 。 很 快 ， 探 险 家 反应 过 来 误会 在 哪里 了 : 海难 发 生 之 后 ， 这 个 小 岛 
上 说 的 语言 和 法 国 所 说 的 语言 都 发 生 了 演变 ， 以 至 于 如 今 在 岛 上 所 说 的 
语言 中 ，* 鱼 表示 的 是 普通 法 语 中 * 岛 > 的 意思 。 这 个 小 岛 上 发 生 的 事 并 
不 罕见 ， 探 险 者 自己 也 知道 ， 魁 北 克 法 语 和 法 国法 语 的 词汇 也 有 些 关 
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这 位 探险 家 是 怎么 搞 清楚 小 岛 当 地 语言 中 “ 鱼 ” 一 词 是 什么 意思 的 呢 ? 首 
先 ， 他 可 以 让 当地 人 指 给 他 看 一 只 “* 鱼 "”， 如 果 对 方 指 给 他 看 了 一 只 乌 、 
一 条 蛇 或 是 一 只 青蛙 的 话 ， 他 就 知道 这 个 词 是 什么 意思 了 。 不 竺 的 是 ， 
这 种 方法 只 适用 于 表示 具体 事物 的 词 ， 而 没 办 法 用 于 理解 类 似 于 “ 团 

结 ” 或 者 “交换 性 ”这 种 词 是 什么 意思 。 第 二 种 方法 就 是 让 当地 人 给 

出 * 鱼 ”一 词 的 定义 ， 或 者 从 他 们 的 词典 中 找 出 定义 。 但 这 种 方法 只 有 在 
知道 词典 中 用 以 解释 的 词 是 什么 意思 时 才能 用 ， 人 否则 还 要 去 查 那 些 用 来 
解释 什么 是 “ 鱼 ” 的 词 ， 然 后 再 查 ..….... 无 穷 荐 也 。 第 三 种 方法 就 是 问 当 地 
人 一 些 关 于 “ 鱼 ” 一 词 的 合 题 ， 看 看 他 们 认为 哪些 命题 成 这 。 探 险 家 用 的 
正 是 这 最 后 一 种 方法 : 他 发 现 当 地 人 认为 “ 鱼 在 天 上 飞鱼 有 两 只 对 
膀 * 等 命题 成 立 ， 于 是 理解 了 “ 鱼 ” 的 真正 意思 。 


哲学 家 们 正 是 这 样 定义 了 “含义 ”一 词 的 含义 ， 一 个 词 的 含义 就 是 与 该 记 
相关 的 所 有 真 命题 的 集合 。 因 此 ， 我 们 无 法 孤立 地 定义 某 个 词 的 含义 ， 
虽然 词典 让 众人 以 为 这 是 可 能 的 。 语 言 中 所 有 的 真 命题 同时 定义 了 所 有 
词 的 含义 。 命 题 “ 鸟 在 天 上 飞 ”成 立 这 件 事 同时 对 “ 鸟 * 天 "和 “ 飞 " 这 三 个 
词 的 定义 有 所 贡献 。 更 确切 地 说 ， 定 义 了 语言 中 词 的 含义 的 并 不 是 所 有 
真 命题 的 集合 ， 因 为 这 个 集合 无 穷 大 而 且 还 很 复杂 。 而 确定 什么 命题 成 
立 的 那些 标准 ， 才 真正 定义 了 词 的 含义 。 对 于 数学 语言 而 言 ， 这 些 标准 


























就 是 公理 和 演绎 规则 。 


这 一 思想 就 回答 了 为 什么 我 们 接受 公理 的 问题 : 我 们 接受 公理 “过 两 点 
有 且 只 有 一 条 直线 ”， 是 因为 这 一 公理 本 身 就 是 “点 ”直线 ”过 ”这 些 词 定 
MAJ AT 


这 个 答案 是 由 庞 加 莱 提 出 的 ， 比 传统 的 答案 更 让 人 满意 。 只 要 我 们 搞 清 
楚 “ 点 ”直线 ”“ 过 ?等 词 的 含义 ， 这 一 命题 很 显然 就 成 立 了 。 目 庞 加 莱 以 
后 ， 我 们 束 了 解 到 ， 并 不 是 因为 我 们 知道 了 这 些 词 的 仿 义 ， 这 条 公理 束 
奇迹 般 地 成 了 一 个 看 似 显 然 的 命题 ， 而 是 因为 公理 恰恰 是 这 些 词 定义 的 
一 部 分 ， 我 们 才 认 为 它 成 立 。 


这 种 对 于 定义 的 理解 ， 解 决 了 欧 几 里 得 《几何 原本 》 中 因 定 义 “ 点 ”的 概 
念 而 带 来 的 一 个 百 老 问 题 。 欧 几 里 得 对 “点 ”的 定义 相当 模糊 : “点 是 没 
有 部 分 的 东西 。” 然 后 ， 他 提出 了 各 种 公理 并 证 明了 各 种 定理 ， 却 从 来 
没有 用 到 过 “点 ”的 定义 。 那 么 这 个 定义 到 后 是 干什么 用 的 呢 ? EE ER 
看 来 ， 这 个 定义 根本 没有 用 一 一 “点 ”这 一 概念 的 真正 定义 并 不 在 这 人 句 含 
义 不 明 的 话 里 ， 而 在 于 几何 的 公理 之 中 。 


弗 雷 格 工作 的 结果 


一 旦 搞 清 楚 了 公理 的 概念 ， 我 们 就 可 以 试 着 盘点 一 下 弗 雷 格 的 工作 了 。 
当然 ， 和 弗 雷 格 所 和 希望 的 正 相 反 ， 我 们 没有 办 法 不 用 公理 ， 而 仪 赁 谓词 
逻辑 就 定义 目 然 数 和 算术 运算 并 证 明 命题 2+2=4。 然 而 ， 如 果 把 定义 的 
概念 稍 加 延伸 ， 把 这 些 公 理 视 为 我 们 用 到 的 概念 中 隐 含 的 定义 ， 那 么 弗 
雷 格 的 工作 可 算是 相当 成 功 ， 因 为 命题 2+2=4 是 算术 公理 的 结 末 ， 当 然 
也 是 由 公理 构成 的 自然 数 和 算术 运算 的 定义 得 到 的 结果 。 


这 场 从 上 弗 雷 格 到 希 尔 伯 特 的 旅程 最 终 得 出 了 一 个 结论 : 分 析 判 断 的 概念 
在 康德 的 时 代 还 很 模糊 。 分 析 性 有 很 多 层次 。 如 果 不 用 公理 ， 仅 通过 谓 
词 逻辑 就 能 证 明 一 个 合 题 ， 那 么 对 这 个 命题 为 真 的 判断 就 可 以 称 为 分 析 
判断 。 束 此 而 言 ， 数 党 判断 不 是 分 析 的 。 如 果 茶 些 公理 构成 了 所 涉 概念 
的 隐 合 定义 ， 且 通过 利用 这 些 公 理 的 谓词 逻辑 可 以 证 明 一 个 命题 ， 那 么 
这 个 判断 也 是 分 析 判 断 ， 这 样 的 话 ， 所 有 的 数学 判断 都 是 分 析 的 。 我 们 
后 面 会 看 到 ， 此 后 又 出 现 了 其 他 的 分 析 性 概念 。 


这 段 旅程 的 为 一 个 产物 是 对 谓词 人 逻辑 的 淤 清 。 谓 词 黎 辑 绎 合 了 亚 里 士 多 
德 和 斯 多 饭 的 逻辑 ， 只 要 接受 设置 几 条 公理 ， 任 何 数学 都 可 以 用 它 表 



























































达 。 这 一 逻辑 的 建立 对 我 们 理解 推理 的 本 质 而 言 是 一 大 进步 ， 大 概 是 自 
古 以 来 最 重要 的 进展 了 。 而 洪 清 推理 的 本 质 ， 对 推理 与 计算 之 间 的 关系 
具有 深远 的 影响 。 

谓词 逻辑 的 诞生 : 1879 一 1928 年 

1879 年 : 弗 雷 格 的 逻辑 

1897 年 : 布 拉 利 - 福 尔 带 悖 论 

1902 年 : FRE 

1903 年 : 罗素 类 型 论 ， 由 怀特 海 进一步 发 展 

1908 F: 策 梅 洛 集合 论 公理 


1928 年 : 希 尔 伯 特 的 谓词 逻辑 最 终 形态 








Ham 判定 性 问题 与 丘 柯 定理 


20 世纪 初 ， 几 乎 同时 出 现 了 两 个 关于 计算 的 理论 : 可 计算 性 理论 和 构 
造 性 理论 。 大 家 可 能 会 觉得 ， 创 造 了 这 两 个 理论 的 学 派 应 该 会 理解 两 种 
方法 之 间 有 何 联系 ， 并 以 相互 总 重 的 心态 进行 合作 。 不 洱 的 是 ， 他 们 之 
间 更 多 的 是 纷争 与 不 理解 。 直 至 多 年 以 后 ， 到 了 20 世 纪 中 叶 ， 人 们 才 终 
于 搞 清楚 了 可 计算 性 和 构造 性 这 两 个 概念 之 间 的 联系 。 


直人 至今 天， 我 们 还 能 看 到 这 场 历 史 纷 争 的 些许 痕迹 一 一 有 时 ， 曾 述 这 些 
工作 的 方式 还 是 过 分 注重 意识 形态 ， 而 冷静 的 表述 才 是 正道 。 然 而 我 们 
必须 承认 ， 上 尽管 事后 看 来 ， 两 个 学 派 创造 的 这 两 个 概念 相当 相似 ， 但 当 
初 要 解决 的 问题 却 是 弃 渭 分 明 ， 因 此， 我 党 得 还 是 应 该 分 别 加 以 介绍 。 
让 我 们 先 从 可 计算 性 的 概念 开始 吧 。 


新 算法 的 出 现 


弗 雷 格 以 及 随后 的 罗素 和 和希 尔 伯 特 等 人 澄清 推理 规则 的 工作 ， 在 20 世 
纪 20 年 代 促 成 了 谓词 逻辑 的 诞生 。 谓 词 逻辑 符合 数学 的 公理 化 思想 ， 

它 包 会 的 推理 规则 可 以 让 我 们 一 步 步 构造 从 公理 到 定理 的 证 明 ， 而 没有 
给 计算 留 下 任何 空间 。 昌 有 欧 几 里 得 算法 、 中 世纪 算术 算法 以 及 微 积 

分 ， 谓 词 逻 辑 再 次 确立 了 从 古 希 腊 时 代 继 承 下 来 的 公理 化 数学 思想 ， 对 
计算 置之不理 。 


和 公理 化 思想 一 样 ， 在 谓词 逻辑 中 ， 问 题 以 命题 形式 表述 ， 而 解决 问题 
就 是 构造 一 个 证 明 来 证 明 它 成 立 或 不 成 过 。 谓 词 逻辑 的 新 鲜 之 处 在 于 ， 
这 些 命题 不 再 以 目 然 语言 《比如 法 语 ) 描述 ， 而 是 用 一 种 符号 化 语言 来 
表达 ， 包 括 谓词 关系 符号 、 连 词 、 变 量 和 量词 。 这 样 一 来 ， 我 们 惑 可 以 
根据 命题 的 形式 ， 对 其 所 表述 的 问题 进行 分 类 。 比 如 ， 最 大 公约 数 的 问 
题 就 是 由 这 样 一 个 形式 的 命题 表述 的 :“ 数 x 和 数 y 的 最 大 公约 数 是 数 z 


























有 了 谓词 逻辑 ， 加 上 表述 最 大 公约 数 问题 的 命题 形式 对 问题 的 刻画 ， 欧 
几 里 得 算法 的 地 位 不 一 样 了 : 它 可 以 被 视 为 一 种 用 以 判定 “ 数 x 和 数 y 
的 最 大 公约 数 是 数 z” 这 种 形式 的 命题 是 否 成 立 的 算法 。 这 个 地 位 的 变 
化 很 轻微 一 一 用 于 计算 两 个 数 的 最 大 公约 数 的 算法 ， 变 成 了 判定 这 种 形 








式 的 命题 是 否 成 立 的 算法 。 然 而 这 一 变化 很 重要 。 


实际 上 ， 在 20 世 纪 初 出 现 了 很 多 算法 ， 来 判定 某 一 组 特定 谓词 逻辑 命题 
是 不 是 成 立 。 当 时 ， 人 们 已 经 知道 了 欧 几 里 得 算法 ， 它 可 以 判断 所 

有 “ 数 x 和 数 y 的 最 大 公约 数 是 数 z ”这 种 形式 的 命题 是 否 成 立 。 人 们 还 
知道 加 法 算法 ， 它 可 以 判断 所 有 “T+Y = 2 形式 的 命题 是 否 成 立 。 更 新 
型 的 算法 也 出 现 了 。1929 年 ， 波 兰 数学 家 莫 伊 泽 斯 : 普 雷 斯 伯 格 提出 了 
一 种 算法 来 判定 所 有 “线性 代数 ”的 命题 ， 也 就 是 数论 中 保留 加 法 、 去 挥 
乘法 后 剩 下 的 部 分 。 比 如 这 个 算法 表明 ， 可 以 证 明 命题 “存在 x 和 >y 使 
fer tr try ty Et Pee MICA, FAT AT FETE x 和 y 使 得 
rc+r=yty+ PAR. FAR, FE 1930 年 ， 挪 威 数学 家 图 拉 尔 夫 : 斯 科 
伦 则 提出 了 另 一 个 算法 ， 来 判定 数论 中 仅 有 乘法 却 没有 加 法 的 命题 是 否 
可 以 证 明成 立 。 同 样 在 1930 年 ， 波 兰 数学 家 阿尔 弗 雷 德 : 塔 斯 基 又 提出 
了 一 个 算法 ， 可 以 对 实数 论 中 所 有 既 有 加 法 又 有 乘法 的 命题 做 出 判断 。 


这 些 算法 比 欧 几 里 得 算法 与 加 法 算法 的 目标 更 高 ， 因 为 它们 可 解决 的 命 
题 的 范围 更 大 。 加 法 算法 可 以 判定 扩 + y= ?形式 的 命题 是 否 成 立 ， 然 
而 普 雷 斯 伯 格 算法 不 仅 可 以 判定 所 有 此 类 命题 是 否 成 立 ， 还 能 判定 “ 存 





TEX Aly ES vtr +r = yty + 1 对 于 任意 x， 存 在 y 使 得 
CPE PLL = yt Pore x Aly Ac + cr = yyt 上 了» 等 命题 的 真 伪 。 


拱 斯 基 算 法 的 野心 还 要 更 大 ， 因 为 所 有 欧 氏 几何 问题 都 可 以 归结 为 用 加 
法 和 乘法 表达 的 实数 问题 。 塔 斯 基 算 法 的 存在 ， 意 味 着 所 有 几何 问题 都 
可 以 通过 计算 来 解决 。 里 然 古 希腊 人 也 引入 了 推理 来 解决 问题 ， 特 别 是 
儿 何 问题 ， 但 他 们 没 能 达到 用 计算 解决 的 高 度 。 塔 斯 基 却 证 明了 一 一 至 
少 对 于 几何 而 言 ， 当 初 从 计算 向 推理 的 转变 又 无 人 必要， 因为 古 布 腊 人 未 
能 预见 的 这 种 新 算法 可 以 代 葵 推理 。 


判定 性 问题 


这 就 目 然 提 出 了 一 个 问题 ,算法 是 否 就 是 全 部 的 数学 语言 了 呢 ? 确 实 ， 
古 布 腊 人 引入 了 推理 来 解决 计算 所 不 能 解决 的 问题 。 然 而 ， 事 后 看 来 ， 
谁 也 不 能 够 保证 不 存在 这 样 一 种 算法 一 一 虽然 古 希 腊 人 未 能 预见 这 种 算 
法 ， 但 它 应 该 能 完全 代 蔡 推理 ， 就 像 几何 的 情况 那样 。 


20 世纪 20 年 代 ， 希 尔 伯 特 提出 了 一 个 问题 ， 并 称 之 为 “判定 性 问题 ”: 
有 没有 一 种 算法 ， 能 够 判定 在 谓词 多 辑 下 的 命题 是 否 可 以 证 明成 立 呢 ? 
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算 ” 的 。 对 于 一 个 函数 ， 比 如 由 两 个 数 得 出 其 最 大 公约 数 的 函数 ， 如 果 
用 x 的 值 可 以 计算 出 JG) 的 值 ， 我 们 就 说 它 是 "可 计算 ”的 。 于 是 ， 和 硕 尔 
伯 特 的 判定 性 问题 惑 可 以 这 样 表 述 : 设 有 一 个 关于 命题 的 函数 ， 该 命题 
可 证 明成 立 则 函数 值 为 1， 人 否则 为 0， 那么 这 个 函数 可 计算 吗 ? 


有 了 这 个 问题 ， 谓 词 逻 辑 束 不 仅仅 是 一 组 可 以 用 于 构造 数学 证 明 的 规则 
了 ， 它 本 身 束 成 了 研究 对 象 + 人 们 开始 提出 关于 谓词 逻辑 的 问题 。 从 
此 ， 和 希 尔 伯 特 时 代数 学 家 的 思想 与 欧 几 里 得 时 代 有 了 巨大 的 差异 。 对 于 
古代 数学 家 而 言 ， 数 学 的 研究 对 象 是 数字 和 几何 图 形 ， 推 理 仅仅 是 一 种 
方法 。 但 在 20 世纪 的 数学 家 看 来 ， 推 理 本 身 就 是 研究 对 象 。 明 确 演绎 
规则 的 谓词 逻辑 的 出 现 ， 征 这 一 转变 过 程 中 的 关键 一 步 : 隐 式 的 推理 规 
由 








希 尔 伯 特 提 出 让 计算 回归 ， 并 不 完全 出 于 实用 的 目的 。 弗 雷 格 先前 提出 
了 一 套 自 相 巴 盾 的 逻辑 ， 可 以 同时 证 明 某 件 事 及 其 对 立 面 。 这 促使 罗素 
及 随后 的 布尔 伯 特 对 其 加 以 了 修正 ， 他 们 由 此 得 出 的 谓词 逻辑 看 起 来 没 
有 矛盾 ， 因 为 当时 还 没 人 能 找到 迟 论 。 但 希 尔 伯 特 也 无 法 保证 ， 他 的 人 逻 
辑 不 会 早晚 面临 像 弗 雷 格 逻辑 一 样 的 命运 :， 如果 有 人 能 够 同时 证 明 茶 件 
事 和 它 的 对 立 面 ， 那 请 词 好 辑 束 算 完 集 了 。 这 才 古 希 尔 伯 特 用 计算 代 葵 
推理 的 主要 原因 一 一 计算 可 以 显示 茶 个 命题 为 真 或 为 假 。 这 样 一 来 ， 算 
T AA 


在 公元 前 5 世纪 的 希腊 , ARATZ, SIRS Mit Rae 
变 。“ 无 穷 * 在 数学 中 无 处 不 在 ， 我 们 又 如 何 能 指望 计算 回归 呢 ? 要 理解 
这 一 点 ， 我 来 举 一 个 大 家 熟知 的 算法 的 例子 : 判定 一 个 多 项 式 方程 ， 如 
r —2=0 r -8=0, BBA BABE. KPI WAAL 
符合 形式 “存在 x 使 得 Plo) = OP AE OBE, A p 是 多 项 
式 。 首 先 ， 如 果 我 们 只 寻找 0 到 10 之 间 的 解 ， 那 么 简单 的 算法 就 是 挨 
个 尝试 0 到 10 之 间 所 有 的 自然 数 。 比 如 ， 对 于 多 项 式 r - 2， 其 结果 分 
别 是 -2、-1、6、25、62、123、214、341、510、727 和 998， 都 不 等 于 
零 ， 所 以 方程 如 -2=0 没 有 0 到 10 之 间 的 自然 数 解 。 自 公元 前 5 世纪 
以 来 ， 人 们 开始 在 自然 数 这 个 无 穷 集合 中 寻找 解 ， 那 么 上 述 方法 束 行 不 














通 了 ， 只 能 用 推理 来 代 蔡 计算 。 


但 对 于 上 述 特例 ， 这 么 说 太 武 断 : 如 果 x 大 于 10， 那 么 双 就 会 大 于 
1000， 怎 么 可 能 等 于 2 或 等 于 8 呢 ? 如 果 这 两 个 方程 有 解 ， 那 么 这 个 解 
肯定 要 小 于 10， 所 以 ， 列 举 从 0 到 10 之 间 所 有 可 能 的 解 已 经 足以 确定 
该 方程 有 没有 解 了 。 更 普遍 来 说 ， 不 管 是 什么 多 项 式 ， 都 可 以 算出 一 个 
数 ， 使 得 最 高 次 项 大 到 无 法 被 其 他 项 抵消 ， 那 么 从 此 往 上 就 再 不 可 能 有 
解 了 。 所 以 ， 只 要 枚 举 这 个 上 界 以 内 的 数 ， 我 们 就 可 以 回答 在 无 穷 多 个 
自然 数 中 是 否 有 解 了 。 


我 们 没有 必要 被 命题 “存在 x 使 得 2 一 2 = 0 中 出 现 的 “存在 ”一 词 吓 到 ， 
里 然 这 个 量词 一 下 就 把 无 穷 多 个 上 自然 数 引 了 进来 。 在 菏 些 情况 下 ， 我 们 
可 以 把 这 样 的 量词 去 控 ， 把 这 个 命题 变换 成 等 价 命题 “在 0 到 10 之 间 存 
在 x 使 得 xz? 一 2 =0”， 这 样 束 可 以 计算 了 。 我 们 把 这 种 方法 叫 作 “ 量 词 消 
去 法 ”。 而 恰恰 是 通过 量词 消去 法 ， 普 雷 斯 伯 格 、 斯 科 伦 和 塔 斯 基 才 建 
六 了 他 们 的 算法 。 他 们 三 人 都 未 能 成 功 地 证 明 在 数论 中 同时 允许 加 法 和 
乘法 时 可 以 消去 量词 。 但 在 希 尔 伯 特 的 时 代 ， 没 有 什么 方法 能 证 明 这 是 
Fe A 
方法 呢 ? 


丘 奇 定理 


1936 年 ， 阿 隆 佐 : 丘 奇 和 阿兰 :图 元 分 别 独立 解决 了 判定 性 问题 ， 其 答案 
EMEK: 谓词 逻辑 不 存在 一 种 判定 性 算法 。 所 以 ， 推 理 和 计算 之 间 还 
是 有 本 质 区 别 的 ， 希 尔 伯 特 试图 用 计算 来 代 蔡 推理 的 计划 落 了 空 。 


丘 奇 和 图 灵 又 是 怎么 证 明 这 个 定理 的 呢 ? 我 们 已 经 看 到 ， 目 20 世 纪 初 以 
来 ， 推 理 本 身 已 经 成 为 了 研究 对 象 。 为 此 ， 人 们 需要 对 演绎 规则 和 推理 
中 使 用 的 命题 语法 做 出 明确 的 定义 。 同 样 ， 为 了 解决 判定 性 问题 ， 丘 奇 
和 图 灵 束 必须 把 计算 本 里 变 成 研究 对 象 。 光 像 欧 几 里 得 或 中 世纪 数学 家 
那样 提出 算法 是 不 够 的 ， 为 了 证 明 解 决 某 一 类 问题 的 算法 不 存在 ， 他 们 
需要 为 “算法 ”和 “可 计算 函数 ”的 概念 给 出 明确 的 定义 。20 世 纪 30 年 代 的 
数学 家 们 给 出 了 知 干 不 同 的 定义 : 法 国 数学 家 雅 元- 埃 尔 布朗 和 库 尔 特 : 
哥 德 尔 提出 了 "“ 埃 尔 布 明 - 哥 德 尔 方程 组 "， 丘 奇 提出 了 “演算 ?”， 图 赤 提 
出 了 “图 灵机 ”， 斯 带 芬 : 科 尔 : 殉 业 尼 则 提出 了 “ 圳 归 函 数 ”..….…. 


事后 看 来 ， 所 有 这 些 定义 都 是 等 价 的 ， 并 且 或 多 或 少 都 把 计算 的 过 程 描 




















述 为 一 系列 变换 步 又。 比如 在 计算 90 和 21 的 最 大 公约 数 时 ， 我 们 就 用 
到 了 这 样 一 些 变换 过 程 ， 一 步 步 把 数 对 (90, 21) 变 成 (21,6)、(6,3) 再 变 
成 3。 如 果 我 们 用 Pgcd (90,21) 来 表示 90 和 21 的 最 大 公约 数 的 话 ， 那 么 
表达 式 pgcd (90, 21) 就 会 一 步 步 变 成 pgcd (21,6) 再 变 成 pgcd (6, 3) 最 后 变 
成 3。 这 种 “变换 ”或 “ 重 写 ” 的 概念 正 是 埃 尔 布衣 、 哥 德尔 、 丘 奇 、 图 

灵 、 克 莱 尼 等 人 提出 的 定义 中 的 共通 之 处 ， 也 是 今天 计算 理论 的 核心 。 


比如 欧 几 里 得 算法 就 包含 两 条 计算 规则 : 第 一 条 是 如 果 a BRE b BRAS 
尽 ，r 是 余数 的 话 ， 则 把 表达 式 Pgcd (a, b) 变换 成 pgcdto,m); 第 二 条 是 如 
果 能 够 除 尽 ， 则 把 表达 式 Pgcd la, b) 变换 成 b。 


按照 这 个 定义 ， 计 算 就 是 在 一 套 规 则 的 指引 下 ， 从 一 个 表达 式 到 另 一 个 
表达 式 的 逐步 变换 。 有 意思 的 是 ， 这 种 定义 让 计算 更 接近 推理 了 。 演 经 
规则 也 可 以 用 一 个 表达 式 蔡 换 另 一 个 表达 式 。 比 如 ， 演 绎 规则 可 以 通过 
命题 “如 果 A 则 B ”和 命题 A 推导 出 命题 B。 如 此 一 来 ， 我 们 何不 将 这 种 
演绎 规则 看 成 是 一 种 计算 规则 ， 即 将 证 明 命题 B 的 问题 ， 变 换 成 证 明 命 
题 “ 如 果 A 则 B ”和 命题 A 的 问题 ?计算 规则 和 演绎 规则 之 间 的 区 别 到 
底 在 哪里 呢 ? 


20 世 纪 30 年 代 初 ， 数 学 家 明确 找到 了 这 一 区 别 : 在 把 表达 式 Pgcd (90, 21) 
变 成 pgcd (21,6) 再 变 成 pgcd (6,3) 最 后 变 成 3 的 时 候 ， 我 们 从 变换 一 开 
台 就 知道 ， 在 一 定 的 步 数 之 后 必然 可 以 得 到 一 个 结果 ， 然 后 就 停 下 来 
了 。 相 反 ， 利 用 把 命题 B 变换 成 命题 “如 果 A 则 B ”和 命题 A 的 规则 ， 
一 个 命题 就 会 无 穷 无 尽 地 变换 下 去 。 命 题 B 变换 成 了 命题 "如 条 A 则 B 
”和 命题 A， 命 题 A 也 可 以 做 同样 的 变换 ， 以 此 类 推 。 照 这 种 方法 ， 如 
果 命 题 可 以 证 明成 立 ， 这 种 变换 过 程 固 然 也 束 成 功 了 ; 可 要 是 证 明 不 
人 








一 组 计算 规则 想 要 成 为 一 个 算法 ， 就 必须 具有 另外 一 些 性 质 ， 能 够 保证 
这 组 规则 经 过 有 限 步骤 后 总 能 得 出 一 个 结果 ， 也 称 为 “停机 ”。 因 此 ， 广 
义 的 计算 方法 的 概念 和 算法 的 概念 就 有 了 差异 : 前 者 是 一 组 随便 什么 计 
算 规 则 ， 而 后 者 则 是 一 组 保证 能 够 停机 的 计算 规则 。 比 如 欧 几 里 得 算法 
就 是 一 个 算法 。 相 反 ， 规 则 “pgcdia, 世 变换 成 pgcdfta + b, bE AKT EE 
方法 就 不 是 算法 ， 因 为 如 此 一 来 ， 表 达 式 Pgcd (90, 21) 就 会 变 成 

pgcd (111,21) 再 变 成 pgcd (132,21) 永远 都 得 不 出 一 个 结果 。 


因此 ， 希 尔 伯 特 的 确定 性 问题 不 在 于 能 舍 用 一 个 计算 方法 来 代 丛 推理 ， 




















因为 这 个 问题 的 答案 很 明显 是 肯定 的 ， 我 们 只 需要 把 每 条 推理 规则 都 写 
成 一 条 计算 规则 就 行 了 。 问 题 在 于 我 们 能 个 用 一 个 算法 来 代 符 推理， 这 
里 的 算法 是 一 个 永远 都 能 停机 的 过 程 ， 并 且 在 不 能 证 明 命题 成 立时 ， 能 
够 给 出 否定 结果 。 


算法 作为 计算 的 对 象 


欧 几 里 得 算法 或 加 法 算法 都 是 作用 于 数字 的 。 算 法 也 可 以 作用 在 其 他 类 
型 的 对 象 上 ， 比 如 微 积 分 束 作 用 于 函数 表达 式 。 我 们 完全 可 以 设计 一 些 
算法 和 计算 方法 ， 把 它们 用 在 计算 规则 的 集合 上 。 


比如 ， 有 一 个 这 样 的 方法 名 为 “解释 器 *"。 它 作用 于 两 个 对 象 a 和 pb， 其 
中 a 是 一 组 计算 规则 ， 而 它 给 出 的 结果 就 是 将 规则 a 所 构建 的 方法 应 用 
于 b 时 得 到 的 结果 。 这 个 定义 比较 抽象 ， 还 是 举 个 例子 比较 好 理解 。 我 
们 在 前 面 已 经 看 到 ， 欧 几 里 得 算法 可 以 用 两 条 规则 来 描述 。 我 们 把 这 两 
条 规则 的 集合 称 为 a， 把 90 和 21 构成 的 数 对 叫 作 b。 将 解释 器 U 作用 
于 a Fil b 就 得 到 了 结果 3 一 一 这 也 束 是 将 欧 几 里 得 算法 作用 于 b 所 得 到 
的 结果 。 目 然 ， 如 果 将 规则 a 所 构建 的 方法 作用 于 已 时 无 法 停机 ， 那 么 
将 解释 器 U 作用 于 a 和 b 时 也 同样 无 法 停机 。 如 今 ， 这 个 解释 器 的 概 

念 是 编程 语言 理论 的 一 个 基础 工具 一 一 如 果 有 人 发 明 一 种 新 的 编程 语 

言 ， 一 开始 并 没有 计算 机 能 够 执行 用 这 种 语言 编写 的 程序 。 要 想 使 用 这 
种 语言 ， 首 和 完 要 用 已 有 的 语言 来 编写 一 个 解释 费 。 解 释 器 会 作用 于 用 新 
语言 写成 的 程序 a， 并 计算 将 程序 a 作用 于 值 b 时 得 到 的 结 


停机 问题 


人 们 又 一 次 党 试 设 计 一 个 作用 于 计算 规则 的 算法 ， 这 带 来 了 可 计算 性 理 
论 的 第 一 个 否定 结果 ， 这 个 结果 第 一 次 证 明了 某 些 问题 无 法 用 计算 解 

决 。 具 体 来 说 ， 就 是 设计 一 个 算法 A， 和 解释 器 一 样 作 用 于 两 个 对 象 a 
Alb, EH a 是 一 组 计算 规则 的 集合 。 这 个 算法 要 能 够 指出 ， 当 规则 a 
构建 的 方法 作用 于 值 b 时 能 否 停 机 。 如 果 能 停机 ，A 作用 于 a 和 bb 时 就 
得 出 结果 1， 反 之 则 得 出 结果 0。 


然而 ， 这 样 的 算法 已 被 证 明 不 存在 。 为 此 ， 图 录 、 丘 奇 和 克 羔 尼 在 

1936 年 分 别 独 立 给 出 了 一 个 归 请 法 证 明 ， 也 就 是 证 明 存在 此 种 算法 的 
假说 会 导致 矛盾 的 结果 ， 因 此 该 假说 不 成 立 。 首 先 ， 如 果 该 算法 存在 ， 
应 该 不 难 构造 一 个 方法 B， 它 和 算法 A 一 样 都 作用 于 两 个 对 象 a 和 b: 
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进行 一 个 能 够 停机 的 运算 。 如 果 存 在 这 样 的 方法 B， 我 们 就 可 以 构造 出 
第 三 个 方法 C， 它 仅 作用 于 一 个 对 象 a: 将 B 作 用 于 a 和 a。 由 此 ， 我 
们 就 可 以 把 C 作用 于 C 了。 那么 这 个 运算 能 停机 吗 ? 


根据 C 的 定义 ， 将 C 作用 于 C 等 同 于 将 召 作 用 于 CAC. PAT, WR 
将 C 作用 于 C 不 能 停机 ， 将 吾 作 用 于 C 和 C 时 就 应 该 停机 。 因 此 ， 将 
C 作用 于 C 会 得 到 一 个 如 果 不 能 停机 束 应 该 停机 的 计算 一 一 这 就 巴 盾 
了 。 这 一 矛盾 证 明 方 法 C 不 可 能 存在 ， 于 是 方法 B 也 不 可 能 存在 ， 所 
以 算法 A 同样 不 存在 。 


这 一 定理 证 明了 停机 问题 无 法 用 算法 解决 ， 称 为 “停机 问题 不 可 判定 定 
理 ”。 将 此 定理 用 在 希 尔 伯 特 判 定性 问题 上 ， 其 实 是 最 简单 的 一 步 。 丘 
奇 和 图 灵 都 马上 就 明白 了 这 一 点 一 一 这 次 又 是 各 目 独 立 做 出 。 设 计 谓 词 
逻辑 是 为 了 容许 所 有 的 数学 表达 ， 它 能 够 表达 形 如 “由 规则 a 定义 的 方 
法 在 作用 于 值 b 上 时 可 以 集 机 ”的 命题 。 让 我 们 再 来 用 一 次 归 诬 法 。 如 
果 和 存在 一 个 算法 ， 能 够 判定 一 个 谓词 好 辑 命 题 是 否 成 六， 那么 它 也 能 够 
判定 这 种 特定 的 形式 的 命题 是 否 成 立 ， 即 判定 算法 a 在 作用 于 值 b 时 是 
BAS. RMSE a GNA Ale EEA IGS. BARBIE: 不 存在 判 
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证 明 ， 但 这 一 定理 还 是 以 丘 奇 命名 一 一 这 就 是 “ 丘 奇 定理 ”。 


所 以 ， 计 算 和 推理 完全 是 两 回 事 : 某 些 数学 问题 无 法 用 计算 解决 ， 需 要 
ier ea 了 从 全 由 算法 构成 的 史前 数学 过 渡 到 古 希 腊 数学 是 完全 
必要 的 。 


分 析 关 显然 


丘 奇 定 理 让 我 们 对 分 析 判 新 有 了 新 的 了 解 ， 特 别 是 它 与 “显然 ”的 概念 之 
间 的 关系 。 传 统 上 ， 分 析 判 断 (或 同 义 反 复 ) 的 例子 常常 看 起 来 都 十 分 
显然 : 三 角形 有 三 个 角 ， 草 食 动物 吃 草 ， 一 分 钱 就 是 一 分 钱 ..….…. 即使 在 
日 常 语言 中 ,，“ 同 义 反 复 ” 也 和 “显而易见 ”或 “不 言 自 明 ” 是 一 个 意思 。 同 
样 ， 说 某 件 事 “ 依 定义 ”(by definition) 就 是 对 的 ， 意 思 也 是 说 这 件 事 很 显 
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这 样 一 来 ， 我 们 就 能 够 理解 ， 在 弗 雷 格 以 及 随后 其 他 人 提出 “所 有 数学 
判断 都 是 分 析 判 断 ” 的 论点 之 后 ， 为 什么 那么 多 数学 家 都 绒 口 不 语 了 。 



































更 广义 而 言 ， 很 久 以 来 一 直 有 人 批评 人 逻辑 推理 ， 说 它 无 非 是 把 公理 中 有 瞳 
售 的 内 容 揭示 出 来 而 已 ， 却 没有 产生 任何 新 的 东西 。 比 如 ， 三 段 论 * 所 
有 人 都 是 必死 的 ， 苏 格拉 底 是 人 ， 所 以 苏 格 拉 确 是 必死 的 "看 起 来 并 没 
有 和 带 来 什么 新 内 容 ， 既 然 苏 格 拉克 是 人 ， 那 么 “ 认 格 拉 底 是 必死 的 ”这 个 
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以 苏 格 拉 底 是 必死 的 ?给 我 们 的 印象 不 同 ， 这 些 真 理 虽 然 暗 含 在 公理 
中 ， 却 绝 非 亚 然 或 是 “不 言 目 明 ”。 如 果真 理 是 显然 的 ， 那 就 应 该 存在 一 
个 算法 ， 能 告诉 我 们 从 一 组 公理 中 可 以 得 出 哪些 结论 ， 但 丘 奇 定理 恰恰 
证 明了 事实 并 非 如 此 。 这 就 说 明 ， 推 理 一 一 这 个 将 暗含 的 东西 揭示 出 来 
的 过 程 绝 非 无 足 轻 重 。 如 果 大 家 喜欢 比喻 的 话 ， 我 们 可 以 把 推理 比 作 淘 
金 : TKR RAR PNY Pain, HERB ie. MA, HEAR 
在 沙子 里 ， 但 要 是 说 它 俯 拾 即 是 ， 就 有 点 过 分 了。 结果 固然 已 经 暗含 在 
公理 中 ， 但 揭示 真理 的 过 程 本 身 带 来 了 信息 和 知识 。 


如 果 考 虑 到 获得 一 个 结果 所 需 的 计算 量 ,， “分 析 ” 和 “显然 ”之 间 的 区 别 还 
可 以 进一步 细 化 。 即 使 解决 一 个 问题 的 算法 存在 ， 假 如 这 个 算法 需要 大 
量 的 计算 ， 我 们 就 可 以 认为 它 的 答案 并 非 显 然 。 比 如 ， 判 定 一 个 数 是 素 
数 还 是 合 数 的 算法 有 很 多 ， 然 而 要 判断 一 个 庞大 数字 是 不 是 系数 可 能 需 
要 算 上 几 年 。 在 这 种 情况 下 ， 算 法 固然 存在 ， 我 们 却 不 能 说 一 个 数 是 否 
为 素数 是 一 件 显 而 易 见 的 事情 。 数 的 奇偶 性 判断 才能 叫 “ 显 然 "一 一 只 要 
看 看 末 位 数字 就 行 了 。 


将 “可 计算 与“ 分析” 混为一谈， 这 种 错误 在 自然 科学 的 数学 化 讨论 中 十 
分 常见 。 力 学 已 经 在 17 世 纪 数 学 化 了 ， 也 就 是 说 ， 力 学 变 成 了 一 套 公 理 
化 理论 。 于 是 我 们 有 了 时候 就 会 听 人 们 说 ， 解 决 一 个 力学 问题 (比如 计算 
某 个 行星 在 未 来 某 天 所 处 的 位 置 ) 无 非 是 简单 算 一 下 就 好 了 。 这 种 论调 
违背 了 丘 奇 定理 一 一 力学 一 旦 完成 了 数学 化 ， 解 决 问题 需要 的 就 不 是 计 
算 ， 而 是 推理 。 


另 一 个 问题 是 ， 力 学 能 不 能 表达 成 一 组 算法 ， 而 不 是 一 组 公理 ? 我 们 在 
后 面 还 会 进一步 讨论 。 
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定理 ， 这 促使 他 们 在 20 世纪 30 ERB Aa SL PR ET, IPE 
出 了 知 干 种 定义 : 埃 尔 布 明 和 哥 德 尔 的 方程 组 、 丘 奇 的 入 演算 、 图 元 的 
图 灵机 、 克 莱 尼 的 递归 函数 、 重 写 .……. 都 分 别 定义 了 一 种 语言 来 描述 算 
法 。 今 天 我 们 可 以 说 ， 它 们 分 别 定义 了 一 种 “编程 语言 ”。 


事后 看 来 ， 所 有 这 些 定 义 都 是 等 价 的 。 如 采 一 种 算法 可 以 用 其 中 一 种 语 
言 定义 ， 那 么 这 个 定义 就 可 以 被 重 写 成 任意 一 种 其 他 语言 。 定 义 的 等 价 
性 是 可 计算 性 理论 的 成 就 之 一 : 它 意 味 着 我 们 得 到 了 关于 “计算 ”的 一 个 
绝对 概念 ， 它 与 算法 的 表述 语言 偶然 体现 为 哪 种 形式 无 基 。 


然而 ，20 世纪 30 年 代 的 数学 家 们 还 面临 着 一 个 问题 : 这 一 “计算 ”的 概 
念 是 不 是 “真正 ?的 计算 概念 呢 ? 未 来 的 数学 家 们 有 没有 可 能 又 提出 了 别 
的 语言 ， 可 以 表达 更 多 的 算法 呢 ? 当年 大 多 数 数学 家 都 觉得 不 会 发 生 这 
种 情况 ， 所 以 由 图 元 机 、 入 演算 等 定义 的 “计算 ”的 概念 是 对 的 。 这 个 论 
题 被 命名 为 “ 丘 奇 论题 ”一 一 虽然 此 次 又 有 几 位 数学 家 同时 提出 了 类 似 的 


论题 ， 特 别 是 图 灵 。 











通用 的 计算 概念 
丘 奇 论题 认定 了 下 面 这 两 个 概念 其 实 是 一 回 事 ， 由 演算 和 图 灵机 等 定 


义 的 “计算 ?概念 ， 以 及 “通用 ”的 计算 概念 。 要 精确 表述 这 个 论题 的 话 会 
遇 到 一 个 困难 一 一 “通用 ”的 计算 概念 完 竟 是 什么 ? 这 一 点 并 不 明确 。 所 
以 ， 如 果 我 们 在 表述 丘 奇 论题 时 说 ， 未 来 提出 的 任何 用 于 表达 算法 的 语 
言 都 绝 不 可 能 比 我 们 今天 所 知 的 语言 更 强大 ， 或 者 ， 未 来 提出 的 任何 算 
法 都 可 以 用 我 们 今天 所 知 的 语言 来 表达 ， 那 这 听 起 来 简直 束 是 在 算 卦 ， 
而 不 是 在 提出 科学 论题 了 。 目 20 世纪 30 年 代 以 来 ， 人 们 也 党 试 明 确 算 
法 的 “通用 ”概念 ， 以 便 让 上 丘 奇 论题 有 更 精确 的 表述 。 


事实 上 ， 要 明确 算法 的 概念 有 两 种 办 法 ， 取 决 于 计算 是 由 数学 家 来 做 ， 
还 是 由 一 个 物理 系统 《一 全 机 器 ) 来 做 。 这 就 把 丘 奇 论题 的 两 种 变形 区 
分 开 来 ， 我 们 可 以 称 之 为 丘 奇 论题 的 “心理 ”形式 和 “物理 ”形式 。 丘 奇 论 
题 的 心理 形式 指 的 是 ， 人 类 为 解决 系 一 特定 问题 所 能 完成 的 所 有 算法 ， 











都 可 以 用 一 组 计算 规则 来 表达 。 其 物理 形式 则 说 的 是 : 物理 系统 (机 
fit) 为 解决 系 一 特定 问题 所 能 系统 执行 的 所 有 算法 ， 都 可 以 用 一 组 计算 
规则 来 表达 。 


如 果 我 们 接受 唯物 主义 观点 ， 即 人 类 是 目 然 的 一 部 分 ， 并 且 不 存在 超 目 
然 能 力 ， 那 么 丘 奇 论题 的 心理 形式 就 是 物理 形式 的 一 个 结论 。 


然而 需要 注意 的 是 ， 即 使 在 这 种 情况 下 ， 这 两 个 论题 也 不 是 等 价 的 。 物 
理 形 式 论 题 无 论 如 何 都 不 是 心理 形式 论题 的 结论 。 目 然 能 计算 的 东西 完 
全 有 可 能 比 人 类 更 多 。 茶 些 物 理 系统 ， 比 如 计算 句 ， 能 计算 的 东西 会 比 
及 难 要 多 ， 但 谁 也 无 法 事先 保证 这 一 点 不 适用 于 人 类 。 不 过 ， 如 果 丘 奇 
论题 的 物理 形式 成 立 ， 也 就 是 说 所 有 物理 系统 能 计算 的 算法 都 可 以 用 一 
组 计算 规则 来 表达 ， 那 么 但 凡 大 上 自然 能 够 计算 的 东西 ， 人 类 都 能 计算 。 
这 就 意味 着 人 类 是 上 自然界 中 最 会 计算 的 一 一 自然 界 中 的 任何 东西 ， 动 

物 、 机 器 .…... 痢 不 会 比 人 类 算得 更 好 了 。 这 一 论题 一 一 我 们 可 以 把 它 称 
为 “人 类 的 计算 完备 性 ”一 一 在 东 种 意义 上 来 说 ， 是 唯物 主义 的 逆 命 题 。 

我 们 可 以 脱离 丘 奇 论 题 ， 单 独 束 这 一 点 进行 辩护 。 

最 后 ， 如 末 夺 奇 论题 的 心理 形式 和 人 类 的 计算 完备 性 论题 都 成 并 ， 那 么 
丘 奇 论题 的 物理 形式 也 成 立 。 要 是 这 样 的 话 ， 大 自然 能 够 计算 的 所 有 东 
西 都 可 以 由 人 类 计算 ， 而 任何 人 类 能 够 计算 的 东西 都 可 以 用 一 组 计算 规 
则 来 表达 。 

我 稍微 做 一 点 形式 化 解释 ， 有 助 于 大 家 更 好 地 理解 这 几 个 论题 之 间 的 天 
系 。 这 里 有 3 组 算法 : 一 组 计算 规则 所 能 表达 的 算法 集合 R、 物 理 系统 
能 够 计算 的 算法 集合 M 和 人 类 能 够 计算 的 算法 集合 万 o 


有 了 这 3 个 集合 ， 我 们 就 可 以 写 出 6 个 “ 某 集 合 包含 于 另 一 集合 "形式 的 
论题 。 那 么 其 中 的 两 个 ， ROM ARCH RRO 


此 外 还 有 4 个 论题 : 
。 撕 奇 论题 的 物理 形式 MU C R, 
。 丘 奇 论题 的 心理 形式 HC R; 


。 唯物 主义 论题 HC M, 




















。 人 类 的 计算 完备 性 论题 M CH, 


再 利用 事实 一 一 如 果 集 合 A 包含 于 集合 B， 而 B 义 包 含 于 集合 C， 则 A 
包含 于 集合 C， 我 们 就 可 以 推导 出 这 些 论 题 之 间 的 4 个 关系 : 


如 果 丘 奇 论题 的 物理 形式 和 唯物 主义 论题 HC OM por, Ware 
题 的 心理 形式 成 立 ; 


如 果 丘 奇 论题 的 物理 形式 成 立 ， 则 人 类 的 计算 完备 性 论题 成 立 ; 


如 果 丘 奇 论题 的 心理 形式 和 人 类 的 计算 完备 性 论题 成 立 ， 则 丘 奇 论 
题 的 物理 形式 成 立 ; 


最 后 ， 如 果 撕 奇 论题 的 心理 形式 成 立 ， 则 唯物 主义 论题 了 HC M h 
成 立 。 


丘 奇 论 题 的 物理 形 却 


丘 奇 论 题 的 两 种 形式 都 无 法 用 纯 数学 手段 证 明 ， 因 为 二 者 都 用 到 了 数学 
之 外 的 概念 : 一 个 用 到 了 人 类 的 概念 ， 另 一 个 用 到 了 物理 系统 的 概念 。 
所 以 ， 我 们 必须 要 借助 心理 学 或 物理 学 原理 才能 支持 或 反对 这 些 论 题 。 


英国 数学 家 、 人 逻辑 学 家 罗 宾 : 甘 迪 在 1978 年 提出 了 丘 奇 论题 物理 形式 的 
一 个 证 明 。 首 先 ， 假 设 物理 空间 是 普通 的 三 维 儿 何 空 间 。 然 后 对 物理 的 
大 目 然 又 提出 了 两 点 假设 ; 信息 的 密度 是 有 限 的 ， 信 息 的 传播 速度 也 是 
有 限 的 。 第 一 个 假设 意味 着 ， 大 小 有 限 的 物理 系统 仅 可 能 拥有 有 限 个 不 
同 的 状态 。 第 二 个 假设 意味 着 ， 一 个 系统 的 状态 要 经 过 一 定 延 迟 后 才能 
ee a a 


甘 迪 的 证 明 涉及 一 个 我 们 持续 观察 的 物理 系统 ， 比 如 每 秒 或 每 坚 秒 观察 
一 次 。 首 先 ， 既 然 这 个 物理 系统 的 大 小 是 有 限 的 ， 根 据 第 一 个 假设 ， 它 
仅 可 能 拥有 有 限 个 状态 ， 而 且 它 在 某 一 给 定时 刻 的 状态 仅 依 赖 于 其 在 前 
一 时 刻 的 状态 。 由 此 惑 可 以 得 出 ， 利 用 一 组 计算 规则 ， 我 们 就 能 根据 系 
统 的 初始 状态 ， 计 算出 系统 在 每 个 时 刻 的 状态 。 也 就 是 说 ， 这 个 物理 系 
统 所 能 进行 的 所 有 运算 ， 都 可 以 通过 一 组 计算 规则 来 完成 。 


然而 ， 事 先 假定 系统 的 大 小 有 限 并 不 令 人 满意 。 当 然 了 ， 如 末 你 要 算 乘 





























法 ， 你 会 拿 出 一 张 有 限 大 小 的 纸 ， 但 是 乘法 这 个 算法 并 不 限于 你 能 写 在 
人 


于 是 ， 甘 迪 又 提出 将 这 样 的 系统 切割 成 无 限 个 有 限 大 小 的 相同 单元 。 根 
气 第 一 个 假设 ， 在 任意 时 刻 ， 任 意 单元 只 能 处 于 有 限 状 态 中 的 一 个 。 根 
据 第 二 个 假设 ， 茶 一 单元 在 茶 一 给 定时 刻 的 状态 ， 仅 取 雇 于 它 上 自身 以 及 
周围 有 限 个 单元 在 前 一 时 刻 的 状态 。 在 计算 开始 时 ， 除 了 有 限 个 单元 
外 ， 其 他 所 有 单元 都 处 于 同样 的 静止 状态 。 然 后 ， 系 统 开 始 一 步 步 演 
变 。 在 预先 设 定 好 的 步 数 之 后 ， 或 者 在 攻 一 单元 达到 特定 状态 后 ， 计 算 
即 告 终止 ， 此 时 所 有 单元 的 状态 就 是 计算 结果 。 这 样 一 来 ， 甘 迪 就 证 明 
了 ， 利 用 一 组 计算 规则 ， 根 据 初 始 状态 就 可 算出 系统 在 每 一 时 刻 的 状 
和 





这 里 介绍 的 甘 迪 的 论证 仅 适 用 于 确定 性 系统 ， 即 初始 条 件 决定 了 整个 演 
变 过 程 。 它 也 很 容易 推广 到 非 确 定性 系统 ， 只 要 把 系统 的 实际 状态 换 成 
可 能 状态 的 集合 就 行 了 。 


此 外 ， 我 们 应 该 注意 到 甘 迪 的 论证 并 未 假设 大 自然 是 离散 的 ， 或 者 说 大 
自然 被 切割 成 一 个 一 个 单元 。 空 间 和 时 间 的 分 割 仅 仅 是 一 种 手法 。 单 元 
的 状态 数 有 限 ， 而 且 影 响 某 个 单元 状态 的 单元 数 有 限 ， 这 完全 是 从 信息 
密度 有 限 和 信息 传播 速度 有 限 这 两 个 假设 得 出 的 结果 。 


同样 ， 这 个 证 明 中 并 没有 任何 将 大 自然 简化 成 计算 机 的 想法 一 一 当今 的 
这 种 想法 要 是 放 在 18 世 纪 的 机 械 式 观点 里 ， 就 相当 于 将 大 自然 简化 成 一 
个 大 钟 。 即 使 没有 这 种 想法 ， 除 了 大 自然 的 种 种 其 他 特性 外 ， 我 们 也 可 
以 想 一 想 ， 一 个 物理 系统 能 够 进行 哪些 计算 。 


不 过 ， 我 们 还 应 批判 一 下 甘 迪 的 两 个 假设 ， 即 在 一 个 经 典 几 何 空间 上 加 
上 了 两 条 来 自 于 现代 物理 的 原理 -信息 密度 有 限 ， 以 及 信息 传播 速度 
有 限 。 我 们 可 以 想 想 ， 如 果 给 大 自然 加 上 其 他 的 假设 ， 比 如 量子 力学 或 
是 引力 相对 论 等 ， 丘 奇 论题 还 成 立 吗 ? 在 这 世界 上 ， 新 的 物理 理论 层 出 
不 穷 ， 很 难 就 此 一 口 咬定 。 尽 管 如 此 ， 根 据 类 似 于 甘 巡 提出 的 理由 ， 丘 
奇 论题 在 这 些 新 理论 里 貌似 也 还 是 成 立 的 。 还 没有 哪个 理论 能 证 明 ， 存 
在 一 个 物理 系统 ， 能 够 完成 计算 规则 所 不 能 完成 的 计算 。 




















目 然 的 数学 化 


撕 奇 论题 也 为 一 个 古老 的 哲学 问题 带 来 了 新 的 视角 一 一 数学 概念 是 否 适 
合 描述 目 然 ? 


让 我 们 举 一 个 经 典 的 例子 来 说 明 这 个 问题 。17 世纪 时 ， 继 丹麦 天 文学 

家 第 谷 . 布 拉 赫 之 后 ， 约 翰 内 斯 开 普 勒 观察 了 行星 围绕 太阳 的 运动 。 他 
意识 到 ， 行 星 的 轨迹 呈 椭 圆 形 。 但 椭圆 的 概念 并 不 是 为 了 描述 行星 的 运 
动 才 在 17 世纪 发 明 出 来 的 ， 人 们 早 在 公元 前 4 世纪 就 已 经 知道 什么 是 
椭圆 了。 为 什么 这 个 在 古代 诞生 且 与 天 体力 学 毫 无 关系 的 概念 ， 却 如 此 
适合 描述 行星 的 轨迹 呢 ? 换 句 话说 ， 为 什么 行星 会 画 出 简单 的 几何 图 

形 ? 或 者 回 到 刚才 的 问题 ， 为 什么 行星 的 运动 可 以 用 数学 表达 式 来 描 

R? 面 对 这 一 惊人 的 事实 ， 爱 因 斯 坦 总 结 道 : “这 个 世界 最 不 可 理解 之 
处 ， 就 是 它 竟然 可 以 被 理解 。* 而 尤 金 . 维 格 纳 则 说 : “数学 在 自然 科学 

中 的 巨大 作用 ， 没 有 任何 合理 的 解释 。>” 


直到 16 世纪 ， 和 人们 仍然 可 以 回答 说 “大 目 然 根本 不 遵循 数学 规律 "”， 然 
后 把 这 个 问题 扔 到 一 边 。 这 也 是 中 世纪 末期 亚 里 士 多 德 主义 哲学 的 主要 
观点 。 但 从 那 以 后 ， 数 学 物理 不 断 取得 成 功 。 人 们 不 得 不 承认 ， 就 像 爷 
利 略 所 说 的 那样 ， 大 目 然 这 本 大 书 是 用 数学 语言 写成 的 。 


为 了 解释 自然 法 则 可 以 数学 化 的 惊人 事实 ， 和 人 们 做 出 了 大 干 尝 试 。 其 中 
一 个 解释 说 ， 假 设 自 然 是 由 一 位 数学 家 上 营 创 造 的 ， 他 选择 用 数学 语言 
来 书写 大 自然 这 本 大 书 ， 并 且 选 择 椭圆 作 为 行星 的 轨迹 。 这 种 解释 固然 
解决 了 问题 ， 但 很 难 验证 ， 而 且 没 理由 认为 它 胜 过 了 其 他 解释 。 再 说 ， 
这 无 非 是 用 一 个 谜 来 解释 另 一 个 恋 ， 因 为 这 种 假设 并 没有 解释 为 什么 上 


帝 是 个 数学 家 。 


为 一 种 解释 说 ， 人 类 把 来 日 于 观察 目 然 的 概念 抽象 化 ， 从 而 友 展 出 了 数 
学 概念 。 那 么 ， 上 自然 对 象 和 数学 对 象 之 间 有 相似 之 处 也 残 不 值得 大 惊 小 
怪 了 。 这 种 观点 或 许 解释 了 为 什么 某 些 数 学 概念 能 够 有 效 地 描述 目 然 现 
象 ， 却 没 能 解释 为 什么 椭圆 的 概念 能 够 很 好 地 描述 行星 的 运动 ， 因 为 李 
圆 的 概念 并 不 是 通过 观察 行星 运动 而 得 来 的 。 


还 有 一 种 解释 说 ， 科 学 家 们 巧妙 地 选择 了 目 己 观察 到 的 现象 ， 挑 出 能 够 
数学 化 的 对 象 ， 并 忽略 其 他 : 尽管 二 体 运 动 〈 太 阳 和 一 个 行星 ) 很 容易 
用 数学 来 描述 ， 但 我 们 从 19 世纪 末 庞 加 莱 的 研究 中 了 解 到 ， 三 体 问 题 























就 比较 难 用 数学 来 描述 。 而 碰巧 的 是 ，17 世纪 的 物理 学 家 更 有 兴趣 研 
客 二 体 问题 而 非 三 体 问题 。 这 种 观点 有 一 定 道理 ， 却 不 充分 ， 它 并 没有 
解释 为 什么 有 些 问题 可 以 数学 化 一 一 如 果 不 是 所 有 问题 都 能 的 话 。 


再 有 一 种 解释 说 ， 我 们 常常 会 将 现象 简化 ， 以 便 数学 化 。 比 如 ， 由 于 行 
星 间 的 相互 吸引 ， 行 星 轨迹 实际 上 是 近似 椭圆。 人 们 一 般 会 将 这 种 引力 
忽略 ， 一 方面 是 因为 它 很 弱 ， 但 另 一 方面 也 是 为 了 简化 问题 。 这 种 观点 
确实 说 出 了 一 些 实情 ， 但 还 是 没有 解决 为 什么 自然 现象 能 与 数学 概念 如 
此 近似 ， 甚 至 能 被 数学 刻画 。 


最 后 一 种 解释 则 依赖 唯物 主义 假设 ; 我 们 是 目 然 的 一 部 分 ， 那 么 数学 概 
念 理应 就 可 以 描述 目 然 。 这 种 解释 遇 到 了 一 个 果 烦 ， 就 是 假设 从 内 部 了 
解 一 个 机 理 比 从 外 部 更 容易 ， 然 而 经 验 常常 并 非 如 此 : 我 们 如 今 了 解 肝 
脏 的 功能 ， 并 不 是 因为 大 家 都 有 肝脏 ， 然 后 通过 内 省 揭示 了 其 功能 ， 而 
征 因为 有 些 人 通过 实验 ， 观 察 了 其 他 人 的 肝脏 。 


在 某 些 情况 下 ， 当 我 们 对 一 个 现象 有 了 更 深入 的 理解 之 后 ， 它 遵循 某 个 
数学 定律 的 原因 就 不 言 自 明了 。 还 记得 前 面 讲 过 的 那个 探险 家 吗 ? 我们 
之 前 讲 到 他 在 琢磨 “ 鱼 ” 这 个 词 的 意思 。 此 后 ， 探 险 家 继续 在 岛 上 探险 ， 

发 现 一 种 不 知道 名 字 的 树 会 结果 子 。 他 摘 了 几 个 果实 并 把 它们 称 了 称 。 
他 惊讶 地 发 现 ， 这 些 果实 的 重量 相差 其 大， 而 且 还 都 是 最 轻 的 那个 果实 
重量 的 倍数 ， 于 是 他 决定 把 这 个 最 轻 的 重量 作为 单位 。 有 些 果实 重量 是 
1， 有 些 是 12， 还 有 些 是 16...... 但 他 没有 找到 重量 为 45 的 果实 。 他 预 
言 这 样 的 果实 是 存在 的 ， 并 在 随后 的 探险 中 终于 发 现 了 这 样 的 果实 。 他 
非常 吃惊 ， 大 自然 居然 如 此 严格 地 遵循 一 个 数学 规律 ， 而 那些 看 似 偏离 
规律 的 观察 结果 ， 实 际 上 都 是 不 完全 的 。 有 一 天 ， 探 险 家 终于 切 开 了 一 
个 果实 ， 发 现 果实 的 主要 重量 都 集中 在 果 核 中 的 种 子 上 。 这 些 种 子 都 长 
得 一 样 ， 重 量 也 相同 : 重量 为 12 的 果实 是 因为 核 里 有 12 粒 种 子 ， 而 他 
只 是 在 第 一 次 观察 时 没 机 会 遇 到 核 中 含有 45 粒 种 子 的 果实 而 已 。 果 实 
重量 的 数学 规律 曾 一 度 让 探险 家 认为 存在 一 个 数学 上 帝 ， 他 按照 某 种 算 
术 结 构 创 造 了 果实 。 谁 知 到 头 来 ， 数 学 规律 的 真实 原因 却 相当 平淡 无 

奇 。 当 然 ， 这 一 发 现 还 没 能 搞 清 楚 所 有 问题 ， 比 如 ， 它 没有 解释 为 什么 
所 有 种 子 都 一 样 重 ， 但 毕竟 ， 数 学 上 的 规律 得 到 了 解释 。 


同样 的 事 就 在 19 世纪 发 生 了 。 当 时 ， 化 学 家 德 米 特 里 : 门 捷 列 夫 注 意 

到 ， 化 学 元 素 的 原子 量 按照 具有 杂种 规则 的 算术 结构 分 布 ， 却 唯 独 缺 了 
原子 量 为 45、68 和 70 KWER. EIRAS S 3 种 化 学 元 素 的 存 
在 ， 这 就 是 后 来 发 现 的 久 、 久 和 钞 。 化 学 元 素 的 算术 规律 兽 让 人 无 比 惊 



























































讶 。 然 而 ， 人 们 后 来 友 现 ， 原 子 量 基 本 都 集中 在 构成 原子 核 的 粒子 上 ， 
而 这 些 粒子 的 重量 都 差不多 。 人 们 终于 明白 ， 门 捷 列 夫 只 是 预言 了 存在 
一 种 核 中 有 45 个 粒子 的 原子 。 这 一 切 看 起 来 就 没有 那么 神奇 了 。 也 许 
在 不 远 的 将 来 ， 基 本 粒子 被 分 解 为 更 小 的 实体 之 后 ， 基 本 粒子 神奇 的 数 
学 规律 也 会 得 到 类 似 的 解释 。 


相反 ， 以 这 种 观点 来 解释 行星 运动 的 几何 规律 ， 看 起 来 就 不 太行 得 通 
了 。 这 些 现象 看 起 来 涉及 各 种 各 样 的 数学 规律 ， 也 许 更 明智 的 做 法 是 为 
不 同类 型 的 规律 寻求 不 同 的 解释 ， 而 不 是 非 要 寻找 一 个 全 盘 的 解释 ， 毕 
竟 数 学 适用 于 化 学 和 天 体力 学 的 原因 或 许 并 不 相同 呢 。 


我 们 先 来 关注 一 个 和 行星 运动 有 关 的 现象 自由 落体 定律 。 假 设 一 座 
高 塔 的 周转 变 为 真 室 ， 让 一 个 球 从 高 塔 上 自由 沙 下， 然后 测量 球 在 第 一 
秒 、 第 二 秒 、 第 三 秒 .下 沙 的 距离 。 经 过 观察 ， 人 们 发 现 该 现象 遵循 
一 个 简单 的 数学 定律 ， 落 下 的 距离 正比 于 时 间 的 平方 。 我 们 可 以 把 这 个 
规律 表达 为 命题 d = 29 (CHp g=9.8lm- 8 2) : 


这 里 有 几 个 谜团 需要 解释 。 第 一 ， 如 果 我 们 重复 这 个 实验 ， 结 果 始 终 不 
变 ; 在 第 一 秒 中 下 落 的 距离 总 是 一 样 的 。 目 由 落体 是 一 种 确定 性 的 现 

象 ， 全 于 这 一 谜团 育 后 的 原因 ， 丘 奇 论题 似乎 锅 个 上 什么 忙 。 第 二 ,日 
由 落体 的 下 落 时 间 和 距离 之 间 的 关系 可 以 用 一 个 数学 命题 (4 = 290) 

来 描述 ， 也 许 丘 奇 论题 对 此 能 够 说 点 什么 。 


这 个 由 塔 、 球 、 测 量 时 间 的 计时 器 、 测 量 高 度 的 量 高 器 构成 的 物理 系 

统 ， 可 以 被 视 为 一 台 计 算 机 器 。 如 采 我 们 选 定 一 个 时 长 “比如 4 秒 ) ， 

证 球 目 由 下 落 这 个 时 长 并 测量 其 下 落 的 距离 〈78.48 米 ) ， 我 们 在 这 从 
机 占 上 就 实现 了 一 个 计算 ， 将 一 个 值 (4) 转换 成 了 为 一 个 值 

(78.48) 。 根 据 丘 奇 论题 ， 这 种 特定 类 型 的 计算 机 器 能 进行 的 任何 计 

算 ， 用 一 组 计算 规则 也 完全 应 该 可 以 实现 。 在 这 个 例子 里 ， 能 与 这 人 台 模 
拟 机 需 得 出 相同 结果 的 算法 ， 丈 是 将 一 个 数 平 方 ， 乘 上 9.81 再 除 以 2. 
既然 我 们 用 计算 规则 的 语言 把 这 种 算法 表述 了 出 来 ， 这 种 算法 就 有 J 一 
个 数学 形式 。 丘 奇 论题 的 物理 形式 告诉 我 们 ， 自 由 落体 定律 可 以 用 数学 
语言 来 表述 。 

此 时 ， 丘 奇 论题 突然 变 得 更 神秘 了 : 它 似乎 一 上 来 就 断言 ， 计 算 规 则 的 
语言 及 其 等 价 语言 足够 强大 ， 可 以 表达 所 有 可 能 的 算法 。 这 样 一 来 ， 它 
就 对 计算 的 概念 做 出 了 某 种 认定 。 实 际 上 ， 正 如 英国 物理 学 家 大 卫 : 多 
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解释 了 为 什么 自然 法 则 可 以 数学 化 。 


现在 ， 我 们 必须 从 一 个 新 的 角度 来 重新 看 竺 甘 迪 对 于 丘 奇 论题 的 证 明 
了 。 甘 迪 说 ， 如 果 丘 奇 论 题 成 立 ， 那 是 因为 信息 的 密度 和 信息 传播 的 速 
度 有 限 。 如 宁 我 们 把 所 有 这 些 论点 都 摆 在 一 起 ， 就 可 以 得 出 结论 : 因为 
人 
来 搞 述 。 


看 起 来 ， 目 然 法 则 之 所 以 可 以 数学 化 ， 是 因为 信息 的 密度 和 信息 传播 的 
速度 有 限 。 然 而 ， 丘 奇 论题 的 物理 形式 还 对 这 一 推理 进行 了 强化 :如果 
物理 学 家 抛弃 这 两 条 假设 ， 且 大 自然 的 其 他 属性 仍 能 确证 丘 奇 论题 ， 那 
么 ， 对 于 大 目 然 为 何 能 够 数学 化 的 这 套 解 释 依 然 成 立 。 


如 此 一 来 ， 丘 奇 论 题 的 物理 形式 就 意味 痢 目 然 法 则 可 以 数学 化 。 假 定 丘 
奇 论题 的 心理 形式 和 人 类 的 计算 完备 性 成 立 ， 我 们 就 可 以 先 推 导出 于 奇 
论题 的 物理 形式 ， 再 得 出 大 自然 是 可 以 数学 化 的 。 事 实 上 ， 如 果 上 述 两 
个 条 件 成 立 ， 我 们 还 可 以 提出 一 个 更 直接 的 论证 ， 来 证 明 大 目 然 可 以 数 
学 化 。 我 们 只 需 注意 到 ， 如 果 人 类 是 自然 界 中 最 会 计算 的 ， 那 么 人 类 就 
可 以 计算 给 定时 间 内 球 下 落 的 距离 ， 因 为 大 上 自然 也 能 算 。 然 后 ， 根 据 丘 
奇 论题 的 心理 形式 ， 既 然 人 类 可 以 计算 它 ， 那 么 将 下 落 时 间 转 换 为 距离 
et es De ob 
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这 种 表述 有 一 个 好 处 ， 就 是 它 让 这 种 解释 更 贴近 我 们 前 面 简要 提 到 的 最 
后 一 种 说 法 :我们 是 目 然 的 一 部 分 ， 所 以 我 们 的 数学 概 念 能 够 描述 目 


解 它 ， 而 只 是 利用 了 我 们 是 自然 的 一 部 分 ， 从 而 将 我 们 的 计算 能 力 与 自 
然 的 计算 能 力 联系 起 来 。 从 这 两 种 计算 能 力 的 等 价 天 系 ， 我 们 并 未 得 出 
ee Ge ee ye 
tet JJ o 








“自然 法 则 可 以 数学 化 是 丘 奇 论题 的 一 个 结论 。” 这 一 想法 已 经 存在 了 十 
多 年 。 我 们 可 以 在 大 卫 .多 伊 奇 和 约翰 . 巴 罗 等 人 的 著作 中 找到 类 似 的 观 
点 。 然 而 ， 他 们 都 把 丘 奇 论题 与 其 他 概念 摊 杂 在 了 一 起 ， 比 如 通用 解释 
器 或 复杂 性 的 概念 ， 在 我 看 来 没有 这 种 必要 。 





这 个 粗糙 的 解释 还 有 不 少 地 方 需要 澄清 。 首 先 ， 就 算 目 由 落体 定律 可 以 
用 一 个 命题 来 描述 ， 这 个 命题 为 何如 此 简单 却 无 从 解释 。 另 有 假设 认为 
科学 家 选择 了 “可 数学 化 ”的 现象 ， 或 是 为 了 让 目 然 现象 “可 数学 化 ”， 而 
对 其 进行 了 近似 简化 ， 这 些 说 法 在 这 里 反而 有 了 些 道理 ， 只 是 要 将 “可 
数学 化 ”一 词 换 成 “简化 ”。 接 下 来 ， 我 们 就 需要 找 出 可 以 这 样 解释 的 数 
学 规律 具有 什么 样 的 特 后 。 


不 过 ， 这 个 粗糙 的 解释 至 少 有 一 个 好 处 : 它 利 用 大 目 然 的 一 些 客观 属 

性 ， 如 信息 密度 和 信息 传播 速度 有 限 、 丘 奇 论题 等 ， 将 这 个 原本 纯粹 的 
认识 论 问题 与 大 上 自然 可 数学 化 的 性 质 联系 了 起 来 。 从 方法 论 的 角度 来 

看 ， 这 种 解释 的 一 大 好 处 在 于 ， 它 告诉 了 我 们 ， 为 了 理解 大 自然 为 何 可 
以 数学 化 ， 也 就 是 说 自然 法 则 为 何 可 以 用 一 种 语言 来 表述 ， 我 们 不 仪 需 
要 考虑 语言 的 属性 ， 更 要 考虑 自然 的 属性 。 


目 然 法 则 的 形式 


这 一 解释 的 力 一 个 好 处 是 ， 它 局 发 我 们 思考 自然 理论 的 数学 形式 。 伽 利 
略 曾 广 ， 六 日 然 这 本 六 书 是 用 数学 语言 写 就 的 。 这 一 看 法 促 便 物理 学 家 
用 数学 命题 来 描述 自然 法 则 。 比 如 ， 命 题 4 = 29t 就 把 自由 下 落 的 小 球 
的 下 沙 距 离 ， 与 落下 这 段 距离 所 需 的 时 间 联 系 了 起 来 。 


在 伽利略 之 后 ， 人 们 就 需要 解释 为 什么 存在 这 样 的 命题 。 有 一 种 观点 认 
为 ， 这 种 命题 之 所 以 存在 ， 是 因为 存在 一 种 能 在 知道 t 时 计算 出 q 的 算 
法 。 如 果 我 们 接受 了 这 种 观点 ， 束 可 以 树立 一 个 目标 ， 将 物理 量 用 一 种 
算法 而 不 是 命题 联系 起 来 。 诚 然 ， 在 这 个 例子 里 ， 知 道上 以 后 要 计算 d 
并 非 难 事 ， 但 如 果 大 上 自然 不 仅 可 以 数学 化 更 可 以 被 计算 的 话 ， 我 们 就 没 
有 理由 仅 限 用 命题 来 表达 目 然 法 则 ， 而 是 可 以 立志 用 算法 来 表达 了 。 


实际 上 ， 用 算法 重新 表述 自然 科学 的 理想 已 经 至 少 在 一 个 领域 实现 了 

语法 。 为 了 理解 语言 的 语法 为 什么 和 物理 或 生物 一 样 是 一 门 自然 科 
学 ， 我 们 再 来 当 一 次 探险 家 吧 。 探 险 家 在 研究 了 植物 之 后 ， 这 次 又 发 现 
了 说 着 不 明 语 言 的 一 群 人 。 于 是 ， 他 开始 试图 描述 这 门 语言 。 和 物理 学 
家 或 生物 学 家 一 样 ， 探 险 家 也 面 对 着 一 些 事 实 ， 这 里 的 事实 束 是 一 些 话 
语 。 他 需要 构造 一 套 理 论 ， 用 来 解释 句子 为 何 会 这 样 说 ， 而 不 会 那样 

说 。 这 套 理论 就 叫 作 语法 。 例 如 ， 法 语 语法 就 得 解释 为 什么 可 以 说 “le 

petit chat est mort”( 小 猎 死 了 )〉 ， 而 不 能 说 “est le chat mort petit”《〈 猪 死 
FN . 





























传统 上 ， 语 法 由 一 组 命题 来 表达 ， 这 组 命题 被 称 为 “语法 规则 ”， 比 如 法 
语 语 法 中 的 “形容 词 要 与 名 词性 数 配 合 "， 或 是 喘 语 语法 中 的 “形容 词 不 
变形 ”。 通 过 这 些 规则 束 可 以 推导 出 句子 "les petits chats sont morts”( 小 
猫 们 死 了 ) 是 “合式 ”(Well-formed) 的 ， 而 “les petit chats sont morts” 不 
合式 ， 因 为 形容 词 petit( 小 ) 没有 与 复数 名 词 chats《〈 狂 ) 性 数 配合 。 


话语 源 于 自然 ， 这 一 事实 加 上 丘 奇 论题 ， 就 意味 着 存在 一 种 算法 ， 或 至 
少 一 种 计算 方法 来 判断 一 个 句子 在 某 种 语言 中 是 不 是 正确 。 从 唯物 主义 
观点 来 看 ， 虽 然 人 类 介入 了 话语 表达 的 过 程 ， 但 语言 现象 应 当 和 其 他 自 
然 现象 一 样 ， 遵 守 同样 的 规则 。 


然而 在 这 个 例子 里 ， 我 们 用 不 上 什么 深奥 的 原理 : 讲话 者 想 要 使 用 一 门 
语言 ， 至 少 应 该 能 够 判断 一 句 话 是 不 是 合式 。 根 据 丘 奇 论 题 的 心理 形 
式 ， 应 当 存 在 一 种 算法 或 至 少 一 种 计算 方法 来 判断 一 句 话 是 否 合式 。 语 
法 不 仅 应 该 可 以 表达 为 一 组 命题 ， 而 且 应 当 能 表达 为 一 个 算法 。 


在 20 世纪 50 年 代 末 ， 语 言 学 家 诡 姆 : 齐 姆 斯 基 提 出 用 算法 形式 揪 述 自 
然 语 言 的 语法 。 他 创造 了 一 种 算法 表达 语言 ， 能 够 用 算法 形式 定义 语 
法 ， 并 且 不 会 偏离 传统 的 语法 规则 表达 法 太 远 。 


如 果 想 构思 一 套 算 法 ， 判 定 一 个 法 语句 子 是 否 合 式 ， 很 多 传统 语法 表达 
掩盖 的 问题 就 都 冒 出 来 了 。 比 如 ， 为 了 检验 句子 "les petits chats sont 
morts” 中 的 形容 词 是 否 与 名 词性 数 配 合 ， 第 一 步 得 先 把 形容 词 找 出 来 。 
我 们 要 问 问 自己 ， 我 们 怎么 知道 petit〈 小 ) 是 个 形容 词 ， 并 且 它 修饰 的 
是 名 词 chat Fa) ?我们 或 许 还 应 该 问 问 ， 要 是 有 一 位 印第安 部 沙 的 探 
险 家 希望 学 习 法 语 ， 他 怎么 能 在 一 句 话 中 找到 形容 词 呢 ?是 不 是 因为 词 
典 里 写 了 ， 我 们 才 知 道 petit 是 个 形容 词 ? 是 不 是 因为 我 们 知道 petit 和 
chat 的 意思 ? 是 不 是 因为 petit 放 在 chat 的 前 面 ? 还 是 恰恰 因为 它们 之 
间 的 性 数 配合 了 ? 将 目 然 语言 的 语法 重新 表达 为 算法 ， 这 一 工程 为 语法 
a 了 全 新 的 问题 一 一 关于 语言 ， 更 关于 我 们 的 大 脑 运 用 语法 
J] 过程 。 


语法 问题 并 非 扳 例 。 在 20 世纪 80 年 代 之 后 ， 计 算 机 科学 家 们 开始 以 新 
的 方式 关注 量子 力学 ， 特 别 是 “ 态 登 加 原理 ”。 在 菜 些 情况 下 ， 这 种 新 方 
式 让 一 个 电路 可 以 同时 完成 多 个 计算 ， 从 而 可 能 引发 一 场 计算 能 力 的 章 
命 。 这 就 是 所 谓 的 “量子 计算 ”。 计 算 机 科学 家 们 也 同样 关注 生物 学 ， 特 
别 是 细胞 的 机 能 ， 由 此 也 可 能 产生 新 型 的 计算 。 这 就 是 所 谓 的 “生物 信 
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计算 机 科学 的 男 一 类 研究 工作 或 许 不 太 为 人 所 熟知 一 一 将 一 部 分 物理 学 
和 生物 学 用 算法 形式 重新 表达 出 来 。 将 来 ， 这 些 研究 也 许 不 光 会 带 来 计 
算 机 科学 的 变革 ， 还 会 引发 目 然 科 学 的 革命 。 





alas a 树立 数学 地 位 的 尝 





可 计算 性 理论 对 希 尔 伯 特 确定 性 问题 给 出 了 否定 的 回答 ， 随 之 而 来 的 还 
有 一 场 让 计算 重新 在 数学 中 占有 一 席 之 地 的 尝试 。 这 次 笃 试 虽然 失败 
了， 邦 仍然 值得 我 们 关注 ， 因为 它 在 许多 方面 都 预示 了 数学 史 的 后 续 发 
展 。 这 一 答 试 建立 在 一 种 语言 之 上 ， 这 就 是 丘 奇 的 杰作 一 一 人 演算 。 


入 演算 起 初 只 是 一 种 简便 的 函数 表达 法 。 我 们 已 经 知道 ， 在 某 些 情况 下 
La 0 函数 ， 比 如 通过 表达 式 z x z 将 一 个 数 对 应 到 
其 平方 。 


然而 ， 这 种 表达 法 不 太 方 便 ， 因 为 它 并 没有 将 “函数 ”与 < 函数 在 菏 一 点 
的 值 ” 区 分 开 来 。 如 果 我 们 说 “如 果 x 是 奇数 那么 z xz 也 是 奇数 "， 这 里 
说 的 就 是 zx 工 这 个 数 ， 换 句 话 说 ， 就 是 这 个 关于 x 的 函数 的 值 ， 而 如 
RANT x r AREA”, ATLAS wie BAS À T Ka NE 
Z PANES ARMS Mc exc MAGE vx z。 


“3” 符 号 是 在 1930 年 前 后 ， 由 尼 古 拉 : 布 尔 巴 基 引 入 的 。“ 布 尔 巴 基 * 是 

群 法 国 数学 家 共 k 同 使 用 的 笔名 ， 他 们 撰写 了 一 套 重 要 的 著作 来 介 绍 当 时 
的 数学 知识 ， 分 许多 年 陆续 出 版 。 在 同一 时 期 ， 丘 奇 引 入 了 一 种 类 似 的 
表达 法 ， Arle Ka), 用 希腊 字母 入 代替 了 箭头 一 。 这 其 中 有 个 小 故事 : 

这 种 表达 法 源 于 怀特 海 和 罗素 自 20 世纪 00 年 代 起 就 使 用 的 ?7 xr) & 
达 法 ， 但 丘 奇 的 出 版 商 不 知道 如 何在 x 上 面 印 这 个 长 音符 号 (.) ， 于 是 
就 在 x 前 面 加 上 了 一 个 与 长 音符 号 相似 的 大 写 希 腊 字 母 和， 它 后 来 又 变 
成 了 小 写字 母 入 BR re + x 工 的 表示 法 已 经 广 为 接 受 ， 人 们 还 是 会 

在 逻辑 学 和 计算 机 科学 中 使 用 丘 奇 的 表达 法 ， 而 这 种 语言 的 名 字 “ 入 演 

tH ER FI. 


谓词 逻辑 中 的 一 个 重要 运算 ， 就 是 将 变量 替换 为 表达 式 。 例 如 ， 对 于 命 
题 “对 任意 自然 数 x 和 y， 都 存在 数 z 是 x 和 y 的 最 大 公约 数 ”"， 只 要 分 
别 将 变量 x A y 替换 为 90 和 21， 我 们 就 可 以 推导 出 “存在 数 z 是 90 和 
21 的 最 大 公约 数 "。 在 这 个 例子 里 ， 变 量 x Aly 代表 的 是 数 。 但 变量 也 
可 以 代表 函数 : 我 们 可 以 将 其 蔡 换 为 诸如 z xz 的 函数 。 怀 特 海 和 





























罗素 已 经 提出 了 问题 ， 如 果 把 表达 式 S) 中 的 变量 f BHO zest 
zz 并 x 并 会 得 到 什么 ?他们 的 回答 合乎 常理 ，4 x 4, 


1930 E, Raia WRAY AAS ANRE EKE, E 
表达 式 f(4) BTE RRA cx cI, RSA RMR 
和 罗素 所 说 的 表达 式 x 4, MERA T> 了 XT) 和， 这 个 表达 式 可 
以 在 下 一 步 变形 为 4x 4, Mati AE RFA, REX 
(rr tu) 可 以 变 为 t， 并 把 其 中 的 变量 x 蔡 换 为 表达 式 u。 按 照 丘 奇 的 
说 法 ， 怀 特 海 和 罗 系 把 两 个 本 应 区 分 开 来 的 运算 混在 一 起 了 : 一 是 丛 换 
变量 f， 二 是 函数 求 值 ， 这 需要 蔡 换 变量 x。 撕 奇 似乎 对 于 希腊 字母 情 
有 独 钟 ， 他 把 “将 表达 式 T > Hu 变换 为 t， 并 将 其 中 的 变量 x BA 
表达 式 u ”这 一 计算 规则 称 为 “B 归 约 ”。 


这 条 计算 规则 可 能 看 起 来 平淡 无 奇 ， 然 而 丘 奇 证 明了 ， 利 用 这 一 条 规则 
可 以 模拟 任何 运算 。 将 两 个 数 对 应 到 其 最 大 公约 数 的 函数 ， 再 用 入 表示 
出 来 并 用 B 归 约 进行 计算 ， 这 样 做 可 能 并 不 容易 ， 但 确实 可 行 。 它 不 仅 
适用 于 这 一 函数 ， 而 且 是 对 所 有 的 可 计算 函数 都 可 行 。 所 以 ， 和 演算 的 
可 计算 范围 就 与 图 灵机 或 埃 尔 布朗- 哥 德 尔 方程 组 一 样 。 此 外 ， 丘 奇 一 
开始 甚至 给 出 了 可 计算 性 的 定义 : SAMS. “可 计算 ”就 意味 着 “可 
以 用 和 演算 表示 ”。 这 种 定义 让 许多 数学 家 都 心 存 怀疑 ， 他 们 和 沉 得 B 归 约 
这 一 规则 太 弱 了 ， 无 法 计算 所 有 的 东西 。 直 到 和 演算 与 图 灵机 之 间 的 等 
价 性 得 到 了 证 明 ， 人 们 才 明 白 丘 奇 的 直 党 是 对 的 。 证 明 两 者 之 间 的 等 价 
性 用 到 了 一 个 将 函数 作用 于 目 身 的 技巧 。 和 演算 语言 完全 允许 将 函数 作 
用 于 其 上 自身， 展现 了 无 可 置疑 的 计算 能 


然而 丘 奇 最 有 意思 的 想法 还 不 在 这 里 。 与 图 灵机 不 同 ， 入 演算 的 优势 还 
在 于 它 仅仅 用 到 了 一 种 传统 数学 概念 函数 。 因 此 ， 基 于 函数 和 和 演 
算 ， 可 以 为 数学 构造 一 种 新 的 形式 化 方法 ， 与 谓词 逻辑 和 集合 论 都 不 
Ej EFE 20 世纪 30 年 代 初 提出 了 这 样 一 种 数学 形式 化 方法 。 这 一 理 
论 运用 了 B 归 约 规则 和 其 他 一 些 方法 ， 使 得 所 有 可 计算 函数 都 能 直接 用 
个 算法 表达 出 来 。 从 此 ， 计 算 成 了 数学 形式 化 的 核心 。 


不 笠 的 是 ， 这 一 理论 也 面临 着 与 弗 雷 格 馆 辑 相同 的 缺陷 : ER AHT 

盾 。1935 E, WES EU KEMERE EA A EKE 
WY yix ik. KE, EEDAN 和 演算 来 进行 数学 的 形式 化 ， 而 是 给 
了 它 一 个 较 低 的 目标 一 一 成 为 表达 算法 的 语言 。 


此 后 ， 美 国 数学 家 哈 斯 凯 尔 . 柯 里 和 丘 奇 本 人 都 党 试 让 这 一 理论 能 够 自 





















































洽 。 柯 里 和 希望 保留 “函数 可 以 作用 于 目 身 ?的 想法 ， 但 由 此 得 出 的 数学 形 
TESTER Bt, AES. CAMES ANT e RAC 
所 用 的 方法 用 于 入 演算 ， 最 终 排 除了 将 函数 作用 于 目 身 的 情况 。 这 样 一 
来 ， 理 论 束 目 治 了 ， 但 也 付出 了 代价 一 一 和 演算 失去 很 多 计算 能 力 ， 因 
为 计算 能 力 恰恰 源 于 将 函数 作用 于 其 自身 的 可 能 性 。 由 此 产生 的 新 理论 
被 称 为 “ 丘 奇 类 型 论 ”。 如 今 ， 人 们 把 它 看 成 罗 么 与 怀特 海 类 型 论 以 及 集 
合 论 的 一 种 变形 。 


丘 奇 类 型 论 可 以 用 针对 归 约 的 一 条 计算 规则 来 表达 。 然 而 在 这 个 框 染 

下 ， 函 数 不 能 作用 于 其 目 身 ， 因 此 这 一 计算 规则 的 计算 能 力 完 全 不 能 与 

丘 奇 最 初 的 理论 同日 而 语 。 在 丘 奇 类 型 论 中 确实 给 计算 留 了 一 席 之 地 ， 

人 但 计算 的 地 位 仍 显 得 
双重 。 


也 许 是 出 于 无 茶 ， 匡 奇 最终 将 这 条 计算 规则 转换 成 了 一 条 公理 : B 转 换 
公理 。 为 计算 争取 一 席 之 地 的 数学 形式 化 尝试 ， 也 就 到 此 为 止 了 。 


我 们 用 三 章 的 篇 幅 介 绍 了 可 计算 性 理论 ， 最 终 得 出 了 一 个 悖 论 。 可 计算 
性 理论 让 算法 与 计算 的 概念 扮演 重要 的 角色 ， 然 而 ， 尽 管 硕 尔 伯 特 激进 
地 努力 用 计算 代 答 推理 ， 尽 管 丘 奇 做 出 了 大 胆 却 无 功 而 返 的 答 试 ， 可 计 
算 性 理论 却 未 能 颠覆 证 明 的 概念 。 在 可 计算 性 理论 的 整个 发 展 过 程 中 ， 
证 明 仍 然 是 基于 谓词 逻辑 的 证 明 ， 由 公理 和 演绎 规则 构建 而 成 ， 并 符合 
数学 的 公理 化 思想 。 而 且 在 这 些 证 明 中 ， 并 未 给 计算 留 下 一 丝 一 蝇 的 位 
置 。 














TE 构造 性 


可 计算 性 理论 将 计算 的 概念 放 在 首位 ， 相 比 之 下 ， 独 立 友 展 的 构造 性 理 
论 也 为 计算 的 概念 赋予 了 里 要 的 角色 。 轩 然 企 看 起 来 ， 这 个 角色 并 个 屠 
么 显眼 。 


构造 性 


我 先 来 讲 一 个 小 故事 吧 。 故 事 发 生 在 第 一 次 世界 大 战 刚 刚 结束 时 的 “ 东 
方 快 和 车” 上。 探险 家 回 到 了 欧洲 ， 梳 洗 一 新 后 ， 在 巴黎 登 上 了 “东方 快 

车 "前往 看 士 坦 丁 堡 。 探 险 家 在 车 厢 中 发 现 了 一 张 散发 着 香味 的 神秘 字 
条 ， 有 是 一 位 仰 莫 他 的 女性 留 给 他 的 ， 请 他 在 法 国境 内 经 停 的 最 后 一 站 的 
月 台 上 相 会。 探险 家 找到 了 一 张 地 图 ， 上 面 列 出 了 “东方 快车 ?在 巴黎 和 
君 士 坦 丁 堡 之 间 要 停 的 站 ， 斯 特 拉 斯 堡 、 马 托 邦 、 芭 尼 黑 、 维 也 纳 、 布 
达 佩 斯 .……… 他 知道 斯 特 拉 斯 您 在 法 国 ， 蔡 尼 黑 在 德国 ， 但 他 不 知道 乌 托 
邦 在 哪个 国家 。 乌 托 邦 这 一 站 实在 太 小 了 ， 列 车 上 没 人 能 够 告诉 他 这 是 
在 哪个 国家 。 人 们 甚至 不 知道 为 什么 “东方 快车 ”要 在 这 么 个 小 站 停车 。 
探险 家 能 不 能 见 到 这 位 神秘 的 女士 呢 ?” 这 可 说 不 准 。 不 过 ， 不 难 证 

明 “ 东 方 快 车 ”肯定 会 经 停 这 样 一 站 : 这 一 站 在 法 国 ， 而 下 一 站 不 在 法 

国 。 因 为 要 么 乌托邦 站 在 法 国 ， 那 么 它 就 是 列车 在 法 国 停 的 最 后 一 站 ; 
要 么 它 不 在 法 国 ， 那 么 斯 特 拉 斯 堡 就 是 列车 在 法 国 停 的 最 后 一 站 。 


不 喜欢 列车 问题 的 人 也 许 会 喜欢 更 抽象 地 表述 这 个 推理 : 如 果 一 个 集合 
包含 数字 1 但 不 包含 数字 3， 那 么 肯定 存在 一 个 数字 mn， 使 得 该 集合 包 
RAF 却 不 包含 m + 1。 因 为 要 么 数字 2 在 集合 里 ， 那 么 答案 就 是 2; 
要 么 不 在 集合 里 ， 答 案 就 是 1。 


但 是 ， 这 个 推理 对 于 探险 家 一 点 用 也 没有 。 他 不 仅 要 知道 神秘 女士 等 行 
他 的 车 站 是 不 是 存在 ， 而 且 还 要 知道 到 底 是 哪 一 站 。 要 是 这 些 数 学 原理 
无 法 让 他 赴约 ， 那 义 有 什么 用 呢 ? 


这 一 晚 ， 探 险 家 在 “东方 快车 * 上 意识 到 的 问题 ， 数 学 家 们 在 20 世纪 初 
恰好 也 发 现 了 : 有 些 证 明 ， 比 如 上 文 的 例子 ， 说 明了 具有 茶 种 特性 的 对 
象 是 存在 的 ， 却 没有 指出 这 个 对 象 到 底 是 什么 。 这 类 证 明 应 当 和 通过 给 
出 例子 来 证 明 满足 系 种 特性 的 对 象 存 在 的 证 明 区 分 开 来 。 比 如 ， 我 们 可 



























































以 证 明 存 在 一 个 “东方 快车 ”经 集 的 奥地利 城市 一 一 维也纳 。 这 种 通过 举 
出 一 个 例子 来 完成 的 存在 性 证 明 叫 作 “ 构 造 性 ”证 明 ， 而 被 举 出 的 例子 则 
MOSS". AR, RSR AI ARR UE EH BOT PE PRE ME UE BA o 


SLR ARAB, FLE RENE WET AR a EURE, EDS ER 
了 。 事 实 上 ， 在 所 有 的 演绎 规则 中 ， 只 有 一 条 规则 能 够 证 明 类 似 于 “ 存 
在 x 使 得 A ”形式 的 命题 ， 即 “存在 量词 引入 规则。 它 可 以 从 A 的 一 个 
实例 演绎 出 “存在 x 使 得 A” 的 命题 。 这 里 的 “实例 ”说 的 是 一 个 类 似 于 A 
的 命题 ， 其 中 的 变量 x 被 蔡 换 成 了 某 种 表达 式 。 利 用 这 一 规则 ， 我 们 从 
命题 “维也纳 是 一 个 “东方 快车 经 停 的 奥地利 城市 ?， 残 可 以 推导 出 “存在 
一 个 ‘东方 快车 ’ 经 停 的 奥地利 城市 "。 每 次 使 用 这 条 规则 的 时 候 ， 我 们 从 
A 的 实例 中 就 可 以 找到 使 用 的 例证 。 


那么 ， 为 什么 在 非 构 造 性 证 明 中 就 没有 例证 了 呢 ? 让 我 们 再 来 看 一 过 迷 
失 的 探险 家 在 法 国 边境 所 做 的 推理 。 首 先 ， 他 证 明了 如 果 乌 托 邦 在 法 国 
境内 ， 那 么 就 存在 出 境 前 的 最 后 一 站 。 这 部 分 推理 是 构造 性 的 。 他 首先 
证 明了 乌托邦 是 出 境 前 的 最 后 一 站 ， 然 后 运用 存在 量词 引入 规则 一 一 例 
证 就 是 乌托邦 。 接 下 来 ， 他 证 明了 如 果 马 托 邦 不 在 法 国 ， 也 同样 存在 出 
卉 前 的 最 后 一 站 。 而 这 部 分 推理 也 是 构造 性 的 。 他 首先 证 明了 斯 特 拉 斯 
堡 是 出 境 前 的 最 后 一 站 ， 然 后 运用 存在 量词 引入 规则 一 一 例证 殊 是 斯 特 
拉 斯 堡 。 最后， 在 证 明 的 第 三 部 分 ， 探 险 家 分 情况 进行 推理 ， 把 前 两 部 
分 融合 起 来 : 不 管 乌托邦 在 不 在 法 国 ， 在 这 两 种 情况 下 都 存在 出 境 前 的 
最 后 一 站 。 例 证 就 是 在 这 里 丢掉 的 ， 因 为 证 明 的 前 两 部 分 分 别 给 出 了 乌 
托 攻 和 新 竺 拉 斯 秘 作 为 例证 ， 而 我 们 部 无 法 在 这 两 个 例证 之 问 做 出 选 


择 


“二 难 推理 ”这 条 演绎 规则 可 以 让 我 们 从 3 个 假设 “A 或 B”“ 如 果 A 则 C 
”和 “如 果 B NI C ”中 推理 出 命题 C 。 在 这 个 例子 里 ， 命 题 C 就 是 “存在 
出 境 前 的 最 后 一 站 ”， 命 题 A 是 “乌托邦 在 法 国 ”， 命 题 B 则 是 “乌托邦 不 
在 法 国 ”。 探 险 家 先是 证 明了 命题 "如 果 A 则 C "AIR B NI C”, {Ae 
第 一 个 命题 “乌托邦 在 法 国 或 乌托邦 不 在 法 国 ” 是 怎么 证 明 的 呢 ? 我 们 怎 
人 
则 一 一 排 中 律 。 


有 了 排 中 律 ， 我 们 无 需 证 明 前 提 就 可 以 证 明 “A RIE A ?形式 的 命题 。 这 
条 规则 说 的 是 一 个 常见 的 想法 一 一 如 果 命 题 A 不成立 ， 则 它 的 反面 “ 非 
A ”成 并 。 利 用 这 一 原理 可 以 进行 非常 抽象 的 推理 。 想 象 我 们 乘 着 一 叶 
小 骨 在 大 海上 航行 ， 然 后 把 一 枚 硬币 扔 出 了 船 外 。 硬 币 落 入 海中 ， 沉 到 





















































了 儿 干 米 下 海底 的 沙 地 上 。 没 人 知道 它 哪 面 落地 。 利 用 排 中 律 就 可 以 证 
明 ， 它 要 么 是 正面 落地 ， 要 么 是 反面 落地 。 比 如 我 们 定义 一 个 数 ， 硬 币 
反面 落地 则 为 2， 正面 落地 则 为 4， 那么 排 中 律 就 可 以 证 明 这 个 数 一 定 
FENG A, PRAT ABE AIK TARE), BRIAR BE TEER TR FI 
这 枚 硬币 。 排 中 律 让 我 们 无 需 举 出 例证 就 可 证 明 存 在 性 ， 这 也 就 是 为 什 
么 有 人 把 不 使 用 排 中 律 的 证 明 叫 作 “ 构 造 性 证 明 ”。 


构造 主义 


想 要 搞 清 楚 历 史上 首 个 非 构 造 性 证 明 是 什么 时 候 出 现 的 ， 这 可 不 容易 。 
某 些 数学 家 可 能 随手 使 用 了 排 中 律 ， 虽 然 事 后 可 以 把 他 们 的 证 明 用 构造 
性 方式 表达 出 来 。 尽 管 如 此 ， 人 们 普遍 认为 真正 的 非 构造 性 证 明 直 到 
19 世纪 末 才 出 现 。 在 这 个 时 代 ， 特 别 是 随 着 集合 论 和 早期 拓扑 学 的 发 
展 ， 数 学 家 们 向 着 “抽象 ?路 出 了 一 大 步 。 非 构造 性 证 明 的 出 现在 数学 界 
引起 了 不 安 ， 利 奥 波 德 . 克 罗 内 克 和 享 利 : 庞 加 莱 等 数学 家 从 一 开始 就 表 
达 了 对 于 现代 数学 的 怀疑 。 他 们 觉得 现代 数学 的 研究 对 象 过 于 抽象 ， 而 
且 还 使 用 了 一 些 不 给 出 例证 就 能 证 明 存 在 性 定理 的 新 方法 。 到 了 20 世 
纪 初 ， 在 针对 新 方法 的 怀疑 气氛 中 ， 蓓 兰 数学 家 和 鲁 伊 兹 : 布 劳 威 尔 提出 
了 一 个 相当 激进 的 纲领 :在 数学 证 明 中 抛弃 排 中 律 。 这 就 意味 着 ， 拒 绝 
接受 类 似 “ 出 境 前 有 最 后 一 站 ”那样 的 证 明 。 在 这 个 “构造 主义 ”( 也 称 
为 “直觉 主义 ”1) 纲领 下 ， 数 学 家 发 现 自己 处 于 一 个 十 分 尴 入 的 境地 : 
有 些 命题 的 已 知 证 明 必 须 依赖 排 中 律 ， 结 果 导 致 用 人 承认 它们 是 定理 ， 
而 其 他 人 则 不 承认 。 


! 更 准确 地 说 ， 直 觉 主义 是 构造 主义 的 一 种 。 构 造 主 义 尚 有 其 他 形式 。 一 一 译 者 注 












































这 样 的 危机 实在 让 人 为 难 。 和 危机 虽然 不 常 出 现 ， 但 这 并 不 是 唯一 一 次 。 
十 希腊 人 拒绝 把 无 穷 多 个 数 相 加 ， 而 16 世纪 的 数学 家 就 愿意 这 样 做 。 
我 们 下 和 面 还 会 看 到 ， 早 在 19 世纪 初 就 出 现 过 “ 非 欧 几何 危机 ”。 此 后 ， 
Fy ATRIAL ELE 20 世纪 末 ， 人 们 首次 用 计算 机 完成 了 证 明 .…… 无 论 
如 何 ， 人 们 不 可 能 面 对 危 机 却 坐 视 不 理 。 


构造 主义 者 对 排 中 律 的 指责 不 尽 相 同 。 有 一 种 相对 温和 的 看 法 认为 ， 非 
构造 性 证 明 没 什么 用 。 我 们 的 探险 家 无 疑 就 是 这 样 想 的 ; 如 果 不 知道 出 
境 前 的 最 后 一 站 是 哪 一 站 ， 单 知道 有 这 么 一 站 又 有 什么 用 处 呢 ? 这 种 观 
扩 排 斥 非 构造 性 证 明 ， 不 是 因为 它 不 正确 ， 而 是 因为 它 没 有 用 。 更 温和 
的 一 种 观点 认为 ， 构 造 性 证 明 带 来 的 信息 比 非 构 造 性 证 明 更 多 。 只 要 有 








可 能 ， 能 给 出 构造 性 证 明 总 要 好 一 些 。 相 反 ， 布 劳 威 尔 的 激进 观点 则 认 
为 非 构 造 性 证 明 压 根 就 是 错 的 。 念 张 一 点 次 ， 布 苑 威 尔 或 许 认 为 ， 假 如 
造 桥 的 工程 师 利 用 排 中 律 证 明 大 桥 是 否 能 承受 重量 ， 那 么 通过 这 座 桥 还 
古 挺 危险 的 。 


有 几 个 原因 让 这 场 危 机 火 上 浇 油 。 一 方面 ， 在 择 击 非 构造 性 方法 时 ， 布 
劳 威 尔 攻击 了 20 世纪 初 最 伟大 的 数学 家 之 一 、 许 多 非 构 造 性 证 明 的 缔 
造 者 希 尔 伯 特 。 这 场 危机 晓 变 成 了 布 劳 威 尔 与 希 尔 伯 特 之 间 的 个 人 恩 

她， 导致 这 两 个 人 都 不 愿意 仔细 倾听 对 方 的 说 法 。 另 一 方面 ， 这 场 关 于 
排 中 律 的 争吵 中 还 挨 进 来 了 一 些 其 他 的 争论 。 比 如 ， 布 劳 威 尔 坚 持 认 

为 ， 我 们 对 于 数学 对 象 的 直觉 比 通 过 证 明 得 到 的 相关 知识 更 为 重要 。 这 
就 是 “直觉 主义 ”一 词 的 由 来 。 和 上 次 一 样 ， 如 果 说 认为 直觉 在 构建 新 知 
识 时 扮演 了 主要 和 角色， 而 证 明 只 不 过 是 进行 验证 的 温和 观点 还 可 以 接受 
的 话 ， 那 么 布 劳 威 尔 的 直觉 神秘 主义 并 没 帮助 自己 的 思想 流行 开 来 。 相 
反 ， 构 造 主义 者 很 快 就 被 视 为 一 小 气 古 怪 的 异类 。 其 至 在 今天 ， 我 们 还 
能 看 到 这 种 观点 的 痕迹 。 比 如 ， 让 : 迪 厄 多 内 在 1982 年 出 版 的 一 篇 作品 

中 将 构造 主义 者 比 作 “仍然 相信 地 平 说 的 教徒 ”。 


危机 的 解决 


构造 主义 危机 最 终 得 到 了 解决 。 如 今 ， 耕 谁 再 提出 在 数学 推理 中 使 用 排 
中 律 是 否 合理 的 问题 ， 看 起 来 就 没什么 道理 了 。 


这 个 危机 是 如 何 解决 的 呢 ? 为 了 解释 清楚 ， 我 们 先 来 看 看 早 一 个 世纪 出 
现 的 为 一 场 危 机 一 一 非 欧 几何 危机 ， 并 和 它 做 个 比较 。 


在 几何 公理 中 ， 有 一 条 公理 自古 以 来 就 是 争论 的 对 象 。 用 现代 表述 方式 
来 说 ， 这 条 “平行 公理 ”说 的 是 :“ 过 直线 外 一 点 ， 有 且 只 有 一 条 直线 与 
这 条 和 直线 平行 。” 在 许多 几何 学 家 看 来 ， 这 个 命题 不 够 显然 ， 不 足以 成 
为 公理 。 它 更 应 该 是 一 个 需要 从 其 他 几何 公理 证 明 的 命题 。 欧 几 里 得 没 
能 证 明 “ 平 行 公理 ”， 并 不 意味 着 它 吕 理所当然 地 成 为 公理 了 。 


目 欧 儿 里 得 起 到 19 世纪 初 ， 无 数 数学 家 都 答 试 过 由 其 他 几何 公理 证 明 
这 一 命题 ， 却 一 无 所 获 。 很 多 人 都 答 试 从 归 请 法 入 手 : 先 假定 这 一 公理 
不 成 立 ， 再 试图 得 出 矛盾 。 换 句 话 说 ， 数 学 家 们 提出 了 过 直线 外 一 皮 可 
以 有 多 条 和 下 线 与 之 平行 ， 或 根本 不 存在 直线 与 之 平行 的 假设 ， 再 据 此 推 
理 出 矛盾 的 结论 。 然 而 ， 由 此 得 到 的 结果 看 上 去 并 没有 矛盾 ， 而 且 还 很 
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到 了 19 世纪 初 ， 德 国 数学 家 卡尔 . 弗 里 德里 希 .高 斯 、 俄 罗斯 数学 家 尼 十 
拉 . 罗 巴 切 夫 斯 基 、 和 匈牙利 数学 家 鲍 耶 . 亚 诺 什 和 德国 数学 家 波恩 哈 德 . 歼 
曼 等 人 基于 不 同 于 平行 公理 的 命题 ， 提 出 了 其 他 几 种 几何 。 比 如 在 黎 曼 
几何 中 ， 过 直线 外 一 点 就 不 存在 与 之 平行 的 直线 。 于 是 在 19 世纪 初 ， 
数学 家 们 就 开始 讨论 在 几何 中 能 不 能 用 这 个 或 那个 公理 ， 就 像 在 一 个 世 
纪 之 后 ， 他 们 讨论 在 证 明 里 能 不 能 使 用 这 个 或 者 那个 演绎 规则 一 样 。 高 
斯 甚至 担心 吓 到 同时 代 的 人 ， 因 而 决定 不 发 表 自 己 在 这 一 领域 的 研究 结 
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为 了 解 诀 非 欧 几 何 的 危机 ， 庞 加 茉 提出 ， 几 何 公 理 并 非 显 而 易 见 之 事 ， 
而 是 对 于 “点 ”与 “直线 ”的 隐 含 定义 ; 不 同 的 数学 家 使 用 不 同 的 公理 ， 是 
因为 他 们 给 “点 "和 “直线 ”等 词 赋予 了 不 同 的 含义 。 人 们 很 快 发 现 ， 非 欧 
几何 学 家 对 “点 ”和 “直线 ”的 不 同 定义 实际 上 并 没有 看 上 去 那么 怪异 。 比 
如 ， 在 欧 氏 几何 中 ， 三 角形 的 内 角 和 总 是 180"。 而 在 歼 曼 几何 中 ， 内 角 
和 总 是 大 于 180"。 如 果 把 地 球 上 的 北极 点 、 赤 道上 东经 0 和 东经 90° 的 
两 点 连 成 一 个 三 角形 ， 那 么 它 的 三 个 角 都 是 直角 ， 内 角 和 就 是 270"。 沿 
着 类 似 于 地 球 的 曲面 画 出 来 的 线 ， 就 是 黎 曼 几何 中 “直线 ”的 一 个 例子 。 


























和 几何 公理 一 样 ， 演 绎 规则 也 并 不 是 显然 的 ， 而 古 规则 中 出 现 
的 “和 ”或 “如果 .…... 那 么 .…...“ 存 在 ”等 连词 和 量词 的 隐 仿 定义 。 








此 ， 构 造 主义 者 使 用 的 演绎 规则 之 所 以 与 其 他 数学 家 不 同 ， 无 非 是 因为 
他 们 给 “和 ”或 “如 果 ..….... 那 么 .…...”“ 存 在 ”等 词 赋予 了 不 同 的 含义 。 特 
别 是 命题 “存在 一 个 对 象 使 得 ..…...”， 在 构造 主义 者 眼中 意味 着 “我 们 知 
道 一 个 对 象 使 得 .……”， 而 在 其 他 人 眼中 则 意味 着 “应 该 存在 一 个 对 象 使 
得 .…... 昌 然 我 们 不 知道 这 个 对 象 具体 是 什么 "。 这 样 一 来 ， 我 们 束 明 日 
了 为 什么 “存在 出 境 前 的 最 后 一 站 ?对 于 认为 它 的 意思 是 “我 们 知道 出 境 
前 的 最 后 一 站 是 哪 一 站 ”的 人 而 言 不 成 这 ， 而 对 于 认为 它 说 的 是 “应 该 存 
在 出 境 前 的 最 后 一 站 ， 虽 然 不 知道 具体 是 哪 一 站 ”的 人 来 说 成 立 。 


事后 看 来 ， 构 造 主 义 危 机 的 主要 意义 在 于 ， 它 让 人 们 注意 到 了 日 第 语言 
中 “存在 ”一 词 的 不 同 含 义 。 这 没什么 稀奇 的 。 而 且 ， 日 第 语言 概念 不 精 
确 ， 因 此 催生 出 多 个 精确 的 数学 语言 概念 ， 这 种 情况 也 是 司空 见 惯 ， 比 
如 从 “ 数 ” 的 概念 就 衍生 出 了 “整数 交 实 数 ”.………. 


Pie E TES RK 


“存在 ”一 词 的 这 两 种 变形 并 不 互相 排斥 。 今 天 ， 我 们 可 能 会 用 “ 数 "来 指 
称 整数 ， 而 明天 就 用 它 来 指称 “实数 ”"， 只 要 加 上 一 个 形容 词 “ 整 ”或 

者 * 实 ”来 表明 数 的 类 型 就 行 了 。 同 样 的 道理 ， 我 们 今天 可 以 用 “存在 ”一 
词 来 表示 我 们 能 够 构造 这 个 对 象 ， 明 天 就 用 同样 一 个 词 来 表示 对 象 应 当 
存在 ， 虽 然 我 们 不 知道 如 何 构造 它 。 


将 构造 主义 与 非 构造 主义 弥合 起 来 的 最 后 一 步 ， 束 是 提出 谓词 逻辑 的 一 
种 变形 ， 同 时 包含 “存在 ”的 两 种 说 法 以 及 相应 的 演绎 规则 。 哥 德尔 在 
1933 年 就 所 出 了 一 套 名 为 “否定 性 翻译 ”的 逻辑 。 这 僚 逻 辑 的 细节 并 不 大 
重要 ， 关 键 是 它 证 明了 构造 性 数学 与 非 构 造 性 数学 可 以 和 平 共 处 ， 这 是 
布 邢 威 尔 和 而 尔 伯 特 都 没有 想到 的 结果 。 


危机 解决 之 后 ， 有 些 数学 家 依旧 对 于 构造 主义 概念 不 感 兴趣 。 他 们 继续 
使 用 排 中 律 ， 也 就 是 仅仅 使 用 “存在 ”的 一 种 含义 。 其 他 数学 家 继续 拒绝 
排 中 律 ， 也 就 是 仅仅 使 用 “存在 ”的 另 一 种 售 义 。 还 有 一 些 人 则 心态 更 为 
开放 ， 同 时 使 用 两 种 概念 ， 那 束 是 在 无 法 绕 开 排 中 律 的 时 候 使 用 它 ， 以 
后 有 机 会 再 用 构造 性 方法 把 同一 个 定理 重新 证 明 一 人 过 。 












































第 8 草 构造 性 证 明 与 算法 


构造 性 证 明 的 概念 与 本 书 的 主题 “计算 ”又 有 什么 关系 呢 ? 起 初 ， 计 算 和 
算法 的 概念 在 构造 性 理论 中 的 地 位 并 不 如 在 可 计算 性 理论 中 来 得 高 。 然 
而 ， 在 构造 性 证 明 这 一 概念 的 背后 ， 算 法 的 概念 就 目 然 浮现 出 来 。 


“ 切 "的 消去 


我 们 已 经 看 到 ， 使 用 排 中 律 的 存在 性 证 明 不 一 定 会 给 出 例证 。 相 反 ， 不 
使 用 排 中 律 的 存在 性 证 明 则 似乎 总 是 包含 一 个 例证 ， 无 论 是 以 显 式 还 是 
隐 式 的 方式 给 出 。 我 们 能 不 能 从 这 种 印象 入 手 ， 证 明 它 总 是 如 此 呢 ? 


诚然 ， 在 证 明 中 能 不 能 找到 例证 ， 并 不 完全 取决 于 证 明 是 否 用 到 了 排 中 
律 ， 还 要 看 它 用 的 是 什么 公理 。 比 如 ,“ 存 在 .……? 形 式 的 公理 本 喘 就 是 
一 个 存在 性 证 明 ， 而 这 个 证 明 并 没有 给 出 例证 。 既 然 世 上 有 各 种 各 样 的 
理论 ， 如 算术 、 几 何 、 丘 奇 类 型 论 、 集 合 论 ..……... 它 们 都 涉及 “在 不 使 用 
排 中 律 的 证 明 中 到 辰 存 不 存在 例证 ”的 问题 ， 那 么 这 个 问题 束 会 分 化 成 
许 许多 多 的 问题 ， 和 理论 的 数量 一 样 多 。 让 我 们 挑 一 个 最 简单 的 理论 
—— HS HR A TFE, 


不 使 用 排 中 律 的 存在 性 证 明 必 然 包 含 一 个 例证 ， 至 少 是 隐 含 其 中 。 这 一 
结论 最 初 的 一 个 证 明 利 用 了 德国 数学 家 格 哈 德 根 岑 在 1935 年 提出 的 一 
个 算法 一 切 消 算法 。 与 我 们 迄今 看 到 的 算法 不 同 ， 这 个 算法 并 不 作用 
于 数 、 函 数 表达 式 或 是 计算 规则 ， 而 是 作用 于 证 明 。 


一 个 证 明 可 能 会 包含 许多 绕 来 绕 去 的 论题 ， 我 们 称 之 为 “ 切 ”。 根 襟 的 算 
法 可 以 消去 切 ， 将 证 明 整 理 成 更 为 直接 的 形式 。 比 如 ， 如 有 果 一 个 证 明证 
明了 一 个 普 明 性 的 中 间 结 果 ， 却 仅仅 为 了 将 其 用 于 一 个 特殊 情况 ， 根 容 
的 算法 就 会 将 这 部 分 证 明 蔡 换 成 直接 针对 特殊 情况 的 证 明 。 当 我 们 用 这 
种 方法 把 一 个 不 使 用 排 中 律 的 证 明 展 开 之 后 ， 总 是 可 以 得 到 一 个 最 后 用 
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从 这 里 我 们 就 看 到 ， 无 论证 明 的 概念 是 否 是 构造 性 的 ， 它 与 算法 的 概念 
之 间 都 呈现 出 一 种 联系 一 一 证 明和 数字 一 样 ， 都 是 可 以 计算 的 对 象 ， 特 





别 是 在 应 用 了 切 消 算法 之 后 。 


根 岑 的 切 消 算法 适用 于 简单 理论 ， 比 如 无 公理 理论 或 算术 的 证 明 。 法 国 
逻辑 学 家 让 - 伊 夫 : 吉 拉 尔 于 1970 年 将 该 算法 拓展 到 了 丘 奇 类 型 论 一 一 

合 论 的 一 种 变形 。 在 接 下 来 的 几 年 中 ， 这 一 算法 在 越 来 越 复杂 的 理论 
上 得 到 了 应 用 。 


因数 与 算法 


我 们 已 经 看 到 ， 函 数 有 时 候 可 以 通过 函数 表达 式 来 定义 ， 比 如 

rT 收工 XT。 但 事实 并 不 总 是 如 此 。 比 如 ， 与 将 数 对 应 到 其 平方 的 函数 不 
同 ， 将 数 对 应 到 其 平方 根 的 函数 束 无 法 用 这 样 的 表达 式 来 定义 。 为 了 定 
义 后 者 ， 我 们 首先 要 定义 将 x 与 其 像 y 之 间 的 关系 : 7 二 yxy， 然 后 再 
证 明 对 于 所 有 正 实数 x， 都 存在 唯一 一 个 正 实数 y 与 x 之 间 存 在 这 种 关 
系 。 根 据 是 否 能 在 存在 性 证 明 中 使 用 排 中 律 ， 我 们 可 以 或 多 或 少 定 义 这 
一 阔 数 。 构 造 性 理论 据 此 对 函数 进行 分 类 ， 区 分 开 可 以 用 构造 性 证 明定 
义 的 函数 ， 以 及 必须 使 用 非 构 造 性 证 明定 义 的 函数 。 


用 构造 性 方式 定义 函数 有 什么 好 处 呢 ? 好 处 在 于 我 们 借 此 得 到 了 一 种 算 
法 : 当 算 法 应 用 在 函数 1 定义 域 中 的 元 素 a 时， 可 以 计算 出 与 a 相对 应 
的 对 象 pb。 我 们 可 以 把 殉 羔 尼 证 明 的 这 一 定理 看 作 切 消 定理 的 简单 结 
条。 实际 上 ， 根 据 “ 对 于 集合 A 中 所 有 元 素 x, ARETE x ET PA BOT Dy 
的 唯一 元 素 y”， 我 们 可 以 推导 出 “存在 通过 函数 与 元 素 a 对 应 的 唯一 对 
象 了 y”。 将 根 岑 的 算法 应 用 到 这 一 证 明 上 ， 则 能 找 出 一 个 存在 的 例证 ， 
也 就 是 通过 函数 与 a AMIN ICR be 


于 是 ， 算 法 的 概念 获得 了 一 种 更 为 抽象 的 全 新 定义 : 算法 是 可 以 用 构造 
性 方式 定义 的 函数 。 


作为 算法 的 构造 性 证 明 


如 今 ， 构 造 性 证 明 与 算法 之 间 的 这 两 个 联系 ， 如 同一 座 庞 大 冰山 展露 的 
两 个 小 角 ， 而 这 座 冰 山 就 是 构造 性 证 明 的 “算法 解释 "。 在 20 世纪 20 年 
代 ， 在 鲁 伊 效 : 布 劳 威 尔 、 阿 兰 德 : 海 廷 和 安 德 烈 ' 柯 尔 更 哥 洛 夫 等 人 的 著 
作 中 已 经 展露 出 这 一 思想 的 萌 蒜 ， 但 “算法 解释 ”主要 还 是 在 20 世纪 60 
年 代 由 哈 斯 凯 尔 ' 柯 里 、 和 荷兰 数学 家 尼古拉斯 ' 霍 弗 特 : 德 布 鲁 因 和 半 国 数 
学 家 威廉 ' 阿 文 ' 霍 华 德 等 人 发 展 完善 的 。 



































在 数学 上 ,“ 解 释 * 和 “定义 ”的 差异 并 不 大 ， 只 是 “定义 ”定义 了 一 个 新 的 
概念 ， 而 “解释 * 则 是 重新 定义 一 个 已 有 的 概念 ， 比 如 原始 概念 或 者 定义 
不 尽 如 人 意 的 概念 。 例 如 ， 复 数 的 概念 在 中 世纪 末期 残 出 现 了 ， 妆 时 它 
古 一 个 原始 概念 。 直 到 19 世纪 ， 人 们 才 将 复数 解释 成 一 个 实数 对 ， 或 
古 平面 上 的 点 .…... 也 就 是 重新 给 了 它 一 个 真正 的 定义 。 所 以 ， 解 释 “ 证 
明 ” 的 概念 ， 惑 是 给 下 面 这 个 问题 一 个 新 的 回答 : 证 明 是 什么 ? 


为 了 回答 这 一 问题 ， 还 是 移 来 提 两 个 相关 的 问题 吧 : 我 们 如 何 使 用 证 
明 ? 又 是 怎样 构造 证 明 的 呢 ? 


对 于 “如 果 A N B ”形式 的 命题 ， 如 果 我 们 有 了 一 个 证 明 ， 那 么 就 可 以 用 
它 来 从 命题 A 推导 出 命题 B， 也 就 是 说 通过 A 的 证 明 构 造 出 B 的 证 明 ， 
或 者 说 将 A 的 证 明 转 化 成 B 的 证 明 。 这 样 一 来 ， 命 题 “如 果 A 则 B” 的 
证 明 与 “将 A 的 证 明 转 化 为 B 的 证 明 ” 的 算法 就 有 了 同样 的 使 用 方式 。 同 
时 ， 我 们 还 可 以 证 明 ， 命 题 “ 如 果 A 则 B ”的 证 明 也 可 以 采用 与 算法 相同 
的 方式 来 构建 。 既 然 命 题 “如 果 A 则 B ”的 证 明 与 “将 A 的 证 明 转 化 为 B 
的 证 明 ” 的 算法 ， 两 者 的 构建 和 使 用 方式 相同 ， 那 我 们 残 可 以 说 “证 明 就 
是 算法 ”， 并 将 证 明定 义 为 算法 了 。 


证 明 的 算法 解释 推翻 了 自 欧 几 里 得 以 来 ， 一 了 将 数学 建立 在 证 明 概 念 上 
的 公理 化 方法 观点 。 人 们 由 此 发 现 ， 证 明 的 概念 并 不 是 一 个 原始 概念 ， 
它 可 以 用 更 基础 的 概念 一 一 算法 来 定义 。 总 之 ， 类 寺 不 达 米 亚 人 将 所 有 
的 数学 都 构建 在 算法 之 上 ， 在 不 知 不 觉 中 选择 了 最 根本 的 概念 。 古 希腊 
人 将 数学 构建 在 证 明之 上 ， 则 是 造成 了 一 个 扭曲 的 印象 。 


在 证 明 的 算法 解释 中 ， 命 题 " 对 于 所 有 上 自然 数 x 和 y， 都 存在 数 z 是 x 和 
y 的 最 大 公约 数 ” 的 证 明 就 是 一 个 算法 ， 它 把 所 有 数 对 a 和 bb， 都 对 应 到 
了 一 个 由 数 c 以 及 证 明 它 是 a 和 4b 的 最 大 公约 数 的 证 明 所 构成 的 组 合 

上 。 如 果 将 这 一 算法 用 于 90 和 21 构成 的 数 对 上 ， 通 过 计算 就 得 到 了 数 
3， 以 及 “3 是 90 和 21 的 最 大 公约 数 ” 的 证 明 。 


要 得 到 这 个 结果 ， 要 进行 什么 运算 呢 ? 首先 要 借助 根 专 的 切 消 算法 来 简 
化 证 明 。 因 此 ， 证 明 的 算法 解释 指出 ， 不 仅 证 明 是 算法 ， 而 且 切 消 是 这 
些 算法 的 一 个 解释 器 。 

同时 ， 上 述 计算 和 欧 几 里 得 算法 类 似 。 我 们 在 第 2 CSS, H 
希腊 人 以 来 的 数学 论证 很 少 提 及 算法 ， 而 数学 实践 则 大 量 依赖 算法 
这 种 明显 的 巴 慎 有 一 种 解释 : 比如 将 欧 几 里 得 算法 用 于 两 个 数 时 ， 它 不 




















仅 计算 出 了 最 大 公约 数 ， 还 给 出 了 这 个 数 是 最 大 公约 数 的 证 明 。 证 明 的 
算法 解释 明确 了 证 明 与 算法 之 间 这 种 古老 的 联系 : 对 于 存在 最 大 公约 数 
的 构造 性 证 明 束 是 一 个 算法 一 一 它 不 但 计算 出 了 数值 ， 还 证 明了 这 一 数 
值 就 是 应 用 算法 的 两 个 数 的 最 大 公约 数 。 


总 而 言 之 ， 构 造 性 证 明 与 算法 概念 之 间 的 联系 实际 上 非常 简单 : 构造 性 
证 明 就 是 算法 。 


讲述 构造 性 理论 的 这 两 章 内 容 最 终 也 得 出 了 一 个 悖 论 。 与 可 计算 性 理论 
一 样 ， 构 造 性 理论 对 于 算法 与 计算 的 概念 也 有 重要 音义， 因为 它 最 终 将 
构造 性 证 明定 义 成 了 算法 。 然 而 ， 这 些 理论 所 涉及 的 证 明 依 然 是 谓词 过 
辑 证 明 ， 通 过 公理 与 演绎 规则 构建 起 来 ， 符 合 数学 的 公理 化 思想 ， 而 且 
这 些 证 明 中 并 没有 给 计算 留 出 哪怕 一 点 点 空间 。 


从 20 世纪 初 到 60 年 代 末 ， 无 论 可 计算 性 理论 还 是 构造 性 理论 ， 部 没有 
对 公理 化 方法 提出 半点 质疑 。 直 到 20 世纪 60 年 代 末 ， 证 明 仍 然 全 部 由 
公理 与 演绎 规则 构建 ， 计 算 晨 无 立 锥 之 地 。 尺 省 如 此 ， 这 两 种 理论 赋予 
了 算法 概念 新 的 角色 ， 其 实 已 经 为 批判 公理 化 方法 铺 平 了 道路 。 在 接 下 
来 的 10 年 间 ， 批 判 公 理化 方法 的 变革 终于 爆发 了 。 














Bim ”公理 化 危机 


Æ 9 À 觉 主义 类 型 论 


直到 20 世纪 70 年 代 初 ， 人 们 才 又 一 次 对 公理 化 方法 提出 质疑 。 令 人 惊 
诈 的 是 ， 这 次 质疑 是 在 多 个 数学 和 计算 机 科学 领域 同时 、 独 立 提 出 的 ， 
包括 类 型 论 〈 构 造 性 领域 ) 、 计 算 机 科学 ， 最 后 还 有 “实用 数学 ”。 而 此 
和 
CIE 。 


什么 是 直觉 主义 类 型 论 


到 了 20 世纪 60 EFRR, AJL SERRE IEE ABS IK SPT o 
一 方面 ， 柯 里 、 德 布 鲁 因 与 霍华德 等 人 的 工作 推动 了 证 明 的 算法 解释 ; 
另 一 方面 ， 威 康泰 特 、 佩 尔 : 马 丁 - 洛 夫 和 让 - 伊 夫 : 吉 拉 和 尔 证 明了 新 理论 
中 的 切 消 ， 特 别 是 吉 拉 和 尔 证 明了 丘 奇 类 型 论 〈 集 合 论 的 一 种 变形 ) 下 的 
切 消 。 这 样 一 来 ， 在 构造 性 数学 中 ， 束 有 可 能 为 丘 奇 类 型 论 或 集合 论 提 
出 一 种 等 价 框架 了 。 其 中 之 一 束 是 马丁 - 洛 夫 提出 的 “直觉 主义 类 型 


w”. 
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公理 一 一 外 延 公理 、 选 择 公 理 和 非 直 谓 概括 公理 。 我 们 这 里 就 不 具体 讨 
论 它们 了 。 到 了 20 世纪 70 年 代 初 ， 许 多 数学 家 自然 而 然 束 起 了 疑心 : 
这 个 理论 这 么 弱 ， 到 底 能 不 能 表达 很 多 东西 ? 然而 30 年 后 ， 人 们 不 得 
不 承认 ， 数 学 的 许多 分 文 都 可 以 用 这 一 理论 来 表达 ， 有 时 则 可 以 用 它 的 
扩展 来 表达 ， 比 如 蒂 埃 里 . 哥 风 和 热 拉 尔 : 于 埃 提 出 的 “构造 演算 ”。 


依 定义 等 价 


马丁 - 洛 夫 的 直觉 主义 类 型 论 并 不 仅仅 是 把 丘 奇 类 型 论 或 集合 论 去 掉 了 
一 些 东 西 后 的 变形 。 这 一 理论 中 引入 了 新 的 思想 和 新 的 概念 。 例 如 ， 它 
融合 了 证 明 的 算法 解释 思想 ， 将 证 明定 义 为 算法 。 此 外 ， 它 还 引入 了 另 
一 个 在 丘 奇 类 型 论 或 集合 论 中 都 没有 的 概念 :“ 依 定义 等 价 ”(equality 
by definition) 。 


在 丘 奇 类 型 论 和 集合 论 中 ， 只 有 一 种 “相等 的 概念 : 两 个 表达 式 指称 的 
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复杂 的 推理 , “相等 ”的 说 法 都 是 一 样 的 。 相 反 ， 在 直觉 主 义 类 型 论 中 有 
两 种 相等 的 概念 : 一 种 是 集合 论 和 上 丘 奇 类 型 论 中 普通 的 相等 ， 另 一 种 就 
古 全 新 的 “ 依 定义 等 价 ”。 


我 们 能 想到 的 最 简单 的 定义 机 制 ， 就 是 在 语言 中 加 入 一 个 新 符号 ， 然 后 
声明 它 等 于 某 个 表达 式 。 比 如 ， 为 了 不 再 反复 抄写 “2 这 个 表达 式 ， 我 
们 可 以 给 它 一 个 更 简单 的 代号 “d”， 借 此 就 引入 了 一 个 符号 4d， 并 声明 
它 等 于 3。 接 下 来 ， 表 达 式 d + 1 和 表达 式 主 + 1 就是“ 依 定 义 等 价 ”的 ， 
因为 后 者 无 非 是 把 符号 d 换 成 了 它 所 代表 的 表达 式 ? 。 同 样 道理 ， 命 是 
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4+1= 半 和 羡 + 1 这 也 是 < 依 定 义 等 价 " 的 。 


为 了 给 理论 加 入 这 样 一 种 定义 机 制 ， 我 们 需要 调整 证明” 的 概 售 ， 这 里 
有 两 种 可 能 的 方法 。 第 一 种 是 加 入 一 个 公理 “= z， 或 是 加 入 一 种 演绎 
规则 ， 使 得 命题 《+1=23 和 3+1=3 可 以 相互 推导 。 一 旦 我 们 加 入 了 
这 样 的 公理 或 演绎 规则 ， 如 果 这 两 个 命题 中 有 一 个 可 以 证 明成 芯 ， 那 么 
另 一 个 也 必然 成 过 。 然 而 其 证 明 却 并 不 相同 : 我 们 需要 在 一 个 命题 的 证 
明 后 面 再 加 上 一 个 省 绎 步骤 ， 才 能 得 到 邦 一 个 命题 的 证 明 。 第 二 种 则 是 
宣布 其 中 一 个 命题 的 任何 证 明 都 是 另 一 个 命题 的 证 明 。 直 党 主义 类 型 论 
选择 了 第 二 种 做 法 。 这 样 一 来 ， 定 义 既 不 是 公理 也 不 是 演绎 规则 ， 而 是 
第 三 种 可 以 用 来 构造 证 明 的 材料 。 


实际 上 ， 直 觉 主义 类 型 论 的 机 制 不 只 是 简单 地 用 表达 式 代替 符号 。 我 们 
可 以 回想 一 下 B 明 约 规则 ， 它 可 以 将 表达 式 全 个 开头 了) 变换 成 4x 4 
; 还 有 丘 奇 的 困境 ， 它 先是 将 这 种 变换 视 为 计算 的 一 步 ， 最 后 却 回 到 了 
较为 传统 的 框架 下 ， 提 出 了 一 个 关于 这 两 个 表达 式 相等 的 公理 。 在 直觉 
主义 类 型 论 中 ， 马 丁 - 洛 夫 提出 了 一 种 思想 ; 这 两 个 表达 式 之 所 以 相 
等 ， 是 因为 符号 一 的 定义 。 这 个 定义 比 用 代 蔡 符号 d 要 来 得 复杂 ， 但 
是 ， 除 了 “(7 Ou) 依 定义 等 价 于 t， 并 将 t 中 的 变量 x 葵 换 为 表达 式 u 
”这 一 事实 ， 我 们 还 能 给 符号 > 下 什么 别 的 定义 呢 ? 于 是 ， 命 题 

iz > (ex 本) 岁 一 16 就 与 4x4=16 依 定义 等 价 ， 其 中 任何 一 个 命题 的 
任何 证 明 也 都 是 另 一 个 命题 的 证 明 。 直 觉 主 义 类 型 论 又 更 进一步 ， 把 另 
一 些 机 制 也 归 入 “ 依 定义 等 价 ”， 比 如 通过 数学 归纳 法 定义 。 这 样 一 来 
表达 式 2+2 和 4 之 所 以 相等 ， 是 由 于 加 法 本 身 的 定义 。 到 了 这 一 步 ， 两 
个 乍 看 起 来 完全 不 同 的 概念 一 “ 依 定义 等 价 ” 和 < 依 计算 相等 "惊人 地 汇 
合 了 。 在 直觉 主义 类 型 论 中 ， 我 们 在 痰 到 “ 依 定义 * 相 等 时 也 可 以 说 “ 依 









































计算 "相等 。 
依 定义 等 价 与 分 析 判 断 


不 过 ， 直 觉 主 义 类 型 论 中 出 现 的 “ 依 定义 等 价 ”概念 ， 还 是 不 如 庞 加 羔 提 
出 的 “几何 公理 是 ‘点 ;和 “直线 的 隐 舍 定义 ”背后 的 思想 来 得 深入 。 按 照 
庞 加 业 的 “定义 ”概念 ， 只 要 证 明 两 件 事 相 等 ， 那 就是 “ 依 定 义 ” 相 等 ， 因 
为 两 件 事 部 是 用 公理 来 证 明 的 。 到 头 来 ， 依 定义 等 价 和 普通 的 相等 并 没 
有 什么 区 别 。 此 外 ， 直 觉 主义 类 型 论 中 的 “ 依 定义 等 价 ” 是 可 以 判定 的 ， 
而 丘 奇 定理 则 证 明 “ 依 隐 合 定义 相等 ?不 可 判定 。 


在 庞 加 莱 和 马丁 - 洛 夫 的 理论 之 间 发 生 了 一 件 大 事 一 一 可 计算 性 理论 的 
发 展 与 丘 奇 定理 的 出 现 。 丘 奇 定 理 迫 使 我 们 重新 思考 “定义 ”的 概念 。 通 
常 意义 下 的 “定义 ”概念 似乎 认为 “ 依 定义 等 价 ”是 可 判定 的 ， 这 让 我 们 不 
得 不 放弃 庞 加 莱 “ 公 理 是 隐 合 定义 ”的 思想 。 更 确切 来 次， 这 过 使 我 们 将 
两 种 “定义 ”的 概念 区 分 开 来 : 一 种 是 通常 意义 下 的 “定义 ”， 在 此 之 

下 ,，“ 依 定义 等 价 ” 可 判定 ， 男 一 种 是 更 宽泛 的 “定义 ”， 它 不 受 上 述 这 种 
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含 定 义 就 只 是 个 术语 问题 了 。 


可 计算 性 理论 的 发 展 不 但 让 定义 的 理论 发 生 了 转弯， 也 同样 改变 了 我 们 
对 “分 析 判 断 ” 与 “综合 判断 ”的 理解 。 康 德 和 弗 雷 格 都 使 用 过 这 两 个 概 
念 ， 而 在 他 们 那个 年 代 ， 可 计算 性 理论 还 没有 出 现 。 在 直觉 主义 类 型 论 
中 ， 一 个 仅仅 需要 计算 的 判断 是 分 析 判 断 ， 而 需要 证 明 的 概念 则 是 综合 
判断 。 所 以 “2+2=4” 的 判断 是 分 析 的 ， 而 “命题 “三 角形 内 角 和 是 180°? pe 
3 了 7” 的 判断 则 是 综合 的 ， 虽 然后 者 必然 成 立 ， 而 且 并 未 提 及 大 目 然 。 这 
一 判 晰 和 “命题 "地 球 有 一 个 卫星 成立? 都 属于 毕 合 判断 ， 这 是 因为 在 判 
断 这 两 个 命题 成 立时， 需要 的 都 不 仅仅 是 计算 : 一 个 需要 证 明 ， 一 个 需 
要 观 罕 。 有 了 这 样 的 “分 析 判 断 ” 概 念 ， 我 们 得 出 的 结论 束 和 康德 兰 不 多 
了 ， 尤 其 是 认为 数学 判断 一 般 部 是 综合 判断 。 


我 们 在 此 得 到 了 和 第 3 章 不 同 的 结论 ， 这 一 章 认为 数学 判断 是 综合 的 ， 
而 第 3 章 认为 数学 判断 是 分 析 的 。 你 可 能 觉得 这 有 点 奇怪 ， 然 而 这 不 是 
矛盾 ， 只 不 过 是 术语 不 同 黑 了 。 古 典 术 语 将 “分 析 判 断 * 与 “综合 判断 * 对 
立 起 来 ， 让 人 觉得 判断 只 有 两 种 类 型 ， 其 实 ， 判 断 至 少 分 三 种 类 型 ， 通 
过 计算 作出 的 判断 、 通 过 证 明 作出 的 判断 和 通过 需要 与 自然 互动 才能 作 
出 的 判断 。 大 家 都 同意 数学 判断 属于 第 二 类 ， 只 是 对 这 一 类 该 叫 什么 名 





























字 意见 不 一 。 
证 明 简 单 ， 验 证 复杂 


在 直觉 主义 类 型 论 中 ， 命 古 2+2=4 的 证 明 就 是 命题 “4=4” 的 证 明 ， 两 者 
是 依 定义 等 价 的 。 那 么 命题 2+2=4 的 证 明 就 非常 短 ， 只 需要 对 数字 4 使 用 
公理 “ 任 取 x，z = zr” 就 行 了 。 这 个 证 明 写 起 来 很 短 ， 因 为 所 有 计 

算 “2+2=4” 的 步 又 都 被 删 挥 了 。 然 而 ， 在 读 到 这 个 证 明 时 ， 如 果 我 们 想 

J 的 确证 明了 命题 2+2=4， 那 就 得 重新 把 证 明 中 没有 写 出 的 计算 再 
NE. 


定义 同一 个 概念 的 方式 不 同 ， 证 明和 验证 同一 个 命题 就 可 能 变 得 简单 些 
或 复杂 些 。 我 们 举 一 个 * 合 数 * 概 含 的 例子 吧 。 一 个 数 如 果 不 是 素数 就 是 
合 数 ， 也 就 是 说 ， 它 可 以 被 1 及 其 本 身 之 外 的 数 整除 。 例 如 ，91 就 是 
合 数 ， 因 为 它 还 能 被 7 整除 。 有 一 个 算法 可 以 判断 一 个 数 是 不 是 合 数 : 
只 要 试 试 比 该 数 小 的 自然 数 中 有 没有 能 整除 它 的 就 行 了 。 我 们 可 以 由 此 
定义 一 个 算法 户 它 作用 于 合 数 时 值 为 1， 否则 值 为 0。 那么 c91 是 合 

数 ” 这 件 事 就 可 以 用 命题 “/(91) = "来 表达 。 这 个 命题 与 命题 “1=1T? 依 定 
义 等 价 ， 证 明 写 起 来 非常 简单 ， 只 要 使 用 公理 “ 任 取 x，z = MT. 
然而 ， 要 验证 这 个 证 明确 实证 明了 命题 “f(91) = ]*， 我 们 就 需要 重新 计 
算 (91)， 也 就 是 说 ， 重 新 测试 所 有 比 91 小 的 自然 数 能 不 能 整除 91. 


另 一 种 解决 方案 是 定义 一 个 作用 于 两 个 数 x 和 y 的 算法 g， 如 果 y 能 够 
整除 x， 则 g 值 为 1， 否则 为 0。 那么 <91 是 合 数 "就 可 以 用 命题 “存在 》 
使 得 g(91.y) = > 来 表述 。 这 个 命题 的 证 明 就 要 长 一 点 : 首先 对 91 的 一 
个 因数 (例如 7) 应 用 存在 量词 引入 规则 ， 然 后 像 前 文 一 样 证 明 命题 “ 
9(91,7) = > 和 命题 所 =1" 依 定义 等 价 。 反 过 来 ， 验 证 这 个 证 明 就 非常 

快 ， 只 要 计算 9(91,7)， 也 就 是 看 看 91 能 不 能 被 7 整除 就 行 了 。 应 该 

说 ， 这 一 次 在 证 明 的 长 度 与 验证 所 省 的 时 间 之 问 取得 了 一 个 不 钳 的 平 
fi. 


我 们 还 可 以 找到 其 他 保持 平衡 的 方法 。 比 如 定义 一 个 作用 于 三 个 数 x、y 
和 z 的 算法 h， 如 果 x 是 y 和 z 之 积 ， 则 h 值 为 1， 反 之 为 0。 于 是 “91 
是 合 数 ”就 可 以 表述 为 命题 “存在 y 和 z 使 得 91,y,2) = e, 
证 明 还 要 更 长 一 点 : 首先 对 两 个 乘积 为 91 的 数 〈 比 如 7 和 13) 应 用 存 
在 量词 引入 规则 ， 然 后 再 证 明 命题 “<P (91, 7,13) = 4» 与 命题 “1=1” 依 定义 
等 价 。 但 是 ， 要 验证 这 个 命题 就 更 快 了 ， 只 要 重新 做 (917,13) 的 计 





























算 ， 也 束 是 把 7 和 13 相 乘 ， 再 把 结果 和 91 比较 一 下 就 好 了 。 


最 后 一 种 证 明 根 本 没有 使 用 计算 规则 。 这 个 证 明 还 要 更 长 一 点 ， 因 为 它 
记录 了 计算 7 乘 以 13 这 一 算法 的 每 一 个 步骤 .…… 验 证 方法 很 简单 ， 但 
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为 了 描述 这 四 种 证 明 的 差别 ， 让 我 们 想象 一 个 数学 家 ， 他 希望 弄 清 91 
是 不 是 合 数 ， 但 是 他 太 懒 了 ， 不 想 自 己 动 手 ， 而 是 让 一 个 同事 来 帮忙 。 
于 是 这 位 同事 就 可 能 给 他 四 种 答案 : 第 一 种 是 “91 是 合 数 ， 你 自己 算 一 
下 就 知道 了 ”;， 第 二 种 是 “91 是 合 数 ， 因 为 它 可 以 被 7 整除 ”， 第 三 种 
是 “91 是 合 数 ， 因 为 它 等 于 7 x 13”; 第 四 种 是 “91 是 合 数 ， 因 为 它 等 于 
7x 13， 因 为 3 乘 以 7 等 于 21，1 写 下 来 ， 2 进 上 去 ，7 乘 以 1 等 于 7，7 
加 上 2 是 9，9 写 下 来 ， 所 以 是 91”。 自 然 ， 最 好 的 回答 是 第 二 种 和 第 三 
种 : 第 一 种 太 简 略 了 ， 第 四 种 义 太 吕 吴 了 。 


不 过 值得 注意 的 是 ， 在 史前 数学 中 只 存在 第 一 种 答案 ， 而 在 公理 化 方法 
中 则 只 存在 最 后 一 种 答案 。 两 种 居中 的 答案 之 所 以 成 为 可 能 ， 是 因为 我 
们 可 以 在 直觉 主义 类 型 论 中 ， 用 公理 、 演 绎 规则 和 计算 规则 来 构建 证 
明 。 














于 是 ， 在 20 世纪 70 年 代 初 ， 马 丁 - 洛 夫 的 直觉 主 义 类 型 论 通过 “ 依 定义 
等 价 ? 引 入 了 计算 的 概念 。 不 过 ， 当 时 的 人 们 还 没有 意识 到 这 是 一 场 革 
命 : 在 这 一 理论 中 ， 除 了 演绎 规则 和 公理 之 外 ， 人 们 终于 有 了 第 三 种 构 
建 证 明 的 材料 一 一 计算 规则 。 


10% 目 动 化 证 明 


在 20 世纪 70 年 代 初 ， 马 丁 - 洛 夫 的 直 沉 主义 类 型 论 的 相关 工作 还 不 为 
计算 机 科学 家 们 所 熟知 。 但 是 , “证明 不 仅 包 含 公理 和 演绎 规则 ， 更 包 
含 计算 规则 ”的 思想 已 经 悄然 出 现在 计算 机 科学 中 ， 特 别 是 在 一 个 称 
为 “ 目 动 化 证 明 ” 的 领域 。 这 时 ， 两 所 互相 瞧不起 的 大 学 分 别 完成 了 关于 
类 型 论 和 上 自动 化 证 明 的 工作 一 一 人 不过， 至 少 他 们 没有 像 研究 可 计算 性 理 
论 和 构造 性 理论 的 那些 人 一 样 相互 中 伤 。 直 到 后 来 ， 人 们 才 看 到 了 两 所 
大 学 研究 工作 的 融合 之 处 。 


所 谓 上 自动 化 证 明 程 序 ， 就 是 在 给 定 一 些 公理 和 所 要 证 明 的 命题 之 后 ， 能 
够 利用 这 些 公理 来 寻找 命题 证 明 的 计算 机 程序 。 


当然 ， 丘 奇 定理 已 经 事先 给 这 项 工作 设 了 限 ， 因 为 程序 不 可 能 判断 需要 
证 明 的 命题 到 底 能 不 能 被 证明。 但 反 过 来 说 ， 程 序 完全 可 以 只 管 寻找 证 
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在 1957 年 举办 的 一 次 关于 目 动 化 证 明 的 大 会 上 ， 该 领域 的 先驱 发 表 了 
RÉ AN ea: 首先 ， 在 十 年 之 内 ， 计 算 机 将 能 够 比 人 类 更 会 做 
证 明 ， 数 学 家 会 因此 而 失业 ; 其 次 ， 做 证 明 的 能 力 将 让 计算 机 变 得 “ 乔 
能 ?， 也 惑 是 说 ， 它 将 比 人 类 更 会 下 象棋 、 更 会 写 许 、 更 快 学 会 任何 一 
种 外 语 .…… 从 此 ， 蜗 脚 的 科 弥 小 说 开始 描述 计算 机 比 人 更 隐 明 ， 并 无 情 
奴役 人 类 的 世界 。 然 而 十 年 之 后 大 家 发 现 ， 这 些 预 言 一 个 也 没有 实现 。 


制造 “ 乔 能 机 器 ?的 努力 ， 加 上 由 此 引发 的 妨 居 和约 灭 ， 让 人 们 模糊 、 混 
消 了 有 关 目 动 化 证 明 的 知 干 问题 。 


第 一 个 问题 : 在 理论 上 ， 机 器 做 证 明 有 没有 可 能 像 人 类 做 得 那么 好 ? 如 
打 我 们 接受 了 丘 奇 论题 的 心理 形式 ， 那 么 似乎 至 少 从 理论 上 ， 人 类 做 证 
明 的 思维 过 程 可 以 用 一 套 计算 规则 来 模拟 ， 因 此 也 就 可 以 用 计算 机 来 模 
拟 。 由 于 丘 奇 论题 的 心理 形式 只 是 一 个 假说 ， 那 么 它 的 对 立 面 也 有 可 能 
成 立 ， 即 人 类 和 机 器 之 间 有 一 道 不 可 逾越 的 屏障 ， 人 类 永远 都 比 机 器 更 
善于 做 证 明 。 然 而 ， 要 文 持 后 面 这 种 说 法 就 必须 否定 丘 奇 论题 的 心理 形 























式 ， 而 我 们 在 前 面 已 经 看 到 ， 丘 奇 论题 的 心理 形式 是 男 外 两 个 论题 的 结 
果 : 于 奇 论题 的 物理 形式 ， 以 及 唯物 主义 论题 ， 即 人 类 是 自然 的 一 部 

分 。 这 样 一 来 ， 就 至 少 得 否定 这 两 个 论题 中 的 一 个 : 要么 否定 “人 类 是 
自然 一 部 分 ”， 那 就 意味 着 否定 精神 是 大 脑 机 能 的 产物 ;要 么 否定 于 奇 
论题 的 物理 形式 ， 这 叉 导 致 要 么 否定 信息 密度 有 限 ， 要 么 否定 信息 传播 
的 速度 有 限 。 当 然 ， 罗 杰 : 绢 罗斯 等 人 希望 有 一 种 新 的 物理 学 ， 能 够 挑 
战 信息 密度 有 限 和 信息 传播 速度 有 限 的 定律 ， 并 由 此 解释 计算 机 为 什么 
不 能 模拟 大 脑 的 机 能 。 


虽然 有 上 述 两 个 方向 ， 但 回 过 头 来 看 ， 我 们 似乎 没有 办 法 同时 文 持 信 息 
密度 和 信息 传播 速度 有 限 、 人 类 是 自然 的 一 部 分 ， 以 及 做 证 明 的 思维 过 
程 在 理论 上 无 法 用 计算 机 来 模拟 这 几 个 观 后 。 


第 二 个 问题 与 第 一 个 问题 相对 独立 ， 在 现 有 的 条 件 下 ， 机 器 有 没有 可 能 
把 证 明 做 得 和 人 类 一 样 好 ? 这 个 问题 就 比较 容易 回答 了 : 就 算 我 们 认为 
机 喜 在 理论 上 可 以 和 人 类 一 样 善 于 做 证 明 ， 也 不 得 不 承认 现 有 的 上 自动 化 
证 明 程 序 还 是 不 如 人 类 。 


最 后 一 个 问题 : 如 果 机 器 做 证 明 的 能 力 和 人 类 一 样 强 ， 我 们 有 没有 理由 
害怕 机 器 呢 ? 首先 ， 束 算 这 种 恐惧 有 道理 ， 它 也 不 影响 前 两 个 问题 的 答 
案 。 假 如 仅仅 因为 我 们 不 情愿 承认 ， 就 说 机 器 不 可 能 比 人 类 更 善于 做 证 
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法 、 下 象棋 和 搬 重 物 方面 已 经 “ 胜 过 ?人 类 ， 而 这 些 机 器 并 没有 夺权 。 那 
么 ， 我 们 还 有 理由 担心 机 器 比 人 类 更 擅长 做 证 明 吗 ? 


长 期 以 来 ， 机 器 与 人 类 竞争 的 观点 引发 了 众多 想象 ， 加 上 人 们 执 氛 地 起 
断定 “机 器 是 否 能 像 人 类 一 样 进行 推理 ”， 这 一 切 掩盖 了 一 个 有 趣 得 多 的 
事实 ， 自 20 世纪 50 年 代 以 来 ， 自 动 化 证 明 程序 一 直 在 进步 。 构 造 证 明 
的 难度 天 差 地 别 ， 每 一 代 程 序 都 证 明了 一 些 曾 让 前 代 程序 折 载 沉 沙 的 命 
题 。 理 解 推动 这 些 进步 的 思想 ， 要 比 纠结 于 “机 器 与 人 类 到 底 谁 的 推理 
能 力 更 强 "有 意义 多 了 。 


c WA oe » 与 “1 周 fie > 


起 初 ， 上 自动 化 证 明 继 承 了 逻辑 的 概念 框架 ， 特 别 是 公理 化 方法 和 谓词 好 
辑 的 概念 框架 。 所 以 ， 最 初 的 自动 化 证 明 方法 ， 比 如 阿兰 : 罗 宾 还 于 























1965 年 提出 的 “归结 ”resolution ) ， 以 及 拉 里 : 沃 斯 和 乔治 :罗宾逊 于 

1969 年 提出 的 “调解 ”(paramodulation) ， 都 是 用 来 在 谓词 逻辑 下 寻找 
证 明 的 。 这 些 方法 的 核心 是 “ 合 一 ”(unification〉 算法 ， 它 可 以 比较 两 
个 表达 式 ， 并 告诉 我 们 ， 将 其 中 的 变量 用 什么 样 的 表达 式 代 换 后 ， 可 使 
这 两 个 表达 式 相 同 。 比 如 ， 如 果 比 较 表 达 式 T+ (y + 2) All 

4+ (b+c) 二 d)， 合 一 算法 就 会 建议 用 表达 式 a 代 换 变量 x， 用 表达 式 

b+c RAEE y, HRAN d 代 换 变量 z， 这 样 两 个 表达 式 束 相 同 了 。 

反 过 来 ， 如 果 比 较 表 达 式 T+ (y +2) 和 和 a， 那么 合 一 算法 即 告 失 败 ， 
为 无 论 怎样 代 换 变量 x、y 和 z， 都 没有 办 法 让 这 两 个 表达 式 相 同 。 


如 果 我 们 想 用 加 法 结合 律 公理 “ 任 取 x、y、z， 均 有 

T 十 ty 十 2 一 (T 十 1) 十 2 来 证 明 命 题 a+{((b+c)+d)={((a+b)+c)+d, 
调解 法 会 将 公理 中 出 现在 等 式 一 侧 的 表达 式 了 + (y + =) 与 要 证 明 的 命 是 
中 出 现 的 所 有 表达 式 相 比较 。 如 果 比 较 成 功 ， 并 提出 了 代 换 变量 的 方 
法 ， 那 么 就 可 以 对 公理 中 等 式 男 一 侧 的 表达 式 做 同样 的 变量 代 换 。 在 这 
个 例子 中 ， 比较 I 十 (Vy 十 2) 和 a 十 ((b+c) + d) Jaq, at ((b+ c¢) +d) 即 可 
Ara Jy la + (b+c) 二 4d。 那 么 要 证 明 的 命题 就 变 成 了 

(a+ (b+c))+d=((a+b)+c)4+d, 第 二 步 ， 我 们 把 a+(b+c) 换 成 

la 十 中 十 c， 要 证 明 的 命题 就 变 为 Wa + 6) +c) +d=((a+b)+c)+d, xX 
就 很 容易 证 明了 ， 因 为 它 形 如 z = re 


所 以 ， 归 结 和 调解 的 主要 原理 就 是 利用 合 一 算法 来 提出 应 该 用 哪些 表达 
式 来 代 换 变量 。 在 此 之 前 ， 人 们 会 盲目 地 使 用 所 有 可 能 的 表达 式 进行 尝 
试 ， 期 待 最 终 出 现 合 适 的 表达 式 。 这 确实 可 以 得 到 结果 ， 但 花 的 时 间 往 
往 很 长 。 人 们 后 来 意识 到 ， 早 在 1931 年 ， 埃 尔 布朗 在 研究 希 尔 伯 特 判 
定性 问题 时 就 提出 了 这 种 “ 合 一 ”的 思想 ， 比 罗宾逊 早 了 许多 年 。 


合 一 问题 和 方程 有 很 多 相似 之 处 ， 它 们 都 需要 给 变量 一 个 值 来 让 两 个 东 
西 相等 。 合 一 的 独特 性 在 于 它 寻 求 的 是 形式 上 的 相等 。 比 如 ， 我 们 要 让 
表达 式 z+ 2 与 2+2 合 一 ， 就 应 该 把 变量 x 换 成 一 个 让 这 两 个 表达 式 一 
模 一 样 的 东西 ， 在 这 里 可 以 把 x 换 成 2。 然 而 我 们 没有 办 法 让 表达 式 
I 十 2 与 4 合 一 ， 如 果 你 把 x 换 成 2， 得 到 的 表达 式 是 2+2。 这 和 表达 式 
4 不 是 一 回 事 ， 束 算 2 加 2 等 于 4 也 无 济 于 事 。 


将 等 量 公 理 变 为 计算 规则 
如 果 有 一 条 形 如 1 = 的 公理 ， 利 用 调解 就 可 以 将 + 的 任意 实例 代 换 为 























相对 应 的 u 的 实例 ， 反 之 亦 然 。 所 以 ， 利 用 结合 律 公 理 ， 每 当 遇 到 形 如 
p+(q+r) 的 表达 式 时 ， 就 可 以 将 其 括号 左 移 ， 而 遇 到 形 如 (p+q)+" 的 
表达 式 ， 就 可 将 其 括号 右 移 。 


哪怕 是 为 了 解决 简单 的 问题 ， 这 种 办 法 都 常常 需要 见长 的 计算 。 比 如 ， 
如 果 有 人 愿意 用 加 法 结合 律 公 理 来 证 明 一 个 比 上 例 稍微 复杂 一 点 的 命 

题 ， 比 如 

((a+(b+c))+((d+e)+(f+g))+h) = ((a+b)+(c+d))+(e+((f+g)+h)), iE 

明 的 方法 会 有 十 几 种 。 因 为 只 需 被 证 明 的 命题 里 面 有 加 法 ， 而 且 加 法 的 
其 中 一 项 本 里 又 是 加 法 ， 我 们 就 可 以 移动 括号 了 。 演 试 所 有 的 可 能 性 ， 
接 下 来 一 步 再 尝试 所 有 的 可 能 性 ， 然 后 再 尝试 .…... 这 会 花 很 多 时 间 ， 哪 
怕 对 于 计算 机 来 说 也 是 如 此 ， 因 此 这 一 方法 的 成 功 机 会 大 大 降低 。 毕 
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不 过 ， 还 是 有 简单 的 方法 可 以 解决 这 个 问题 的 。 只 要 永远 将 括号 左 移 ， 











这 个 命题 形 如 z = rz， 很 容易 证 明 。 更 广义 而 言 ， 每 次 遇 到 形 如 t= 的 
公理 ， 我 们 可 以 决定 只 日 同 使 用 它 ， 比 如 只 用 u 代 换 t， 而 不 用 t 代 换 
u。 这 样 一 来 ， 殊 可 以 避免 先 把 t 换 成 u， 又 把 u 换 成 t， 结 果 回 到 原点 
的 循环 了 。 在 我 们 决定 利用 形 如 t= 的 公理 ， 且 仅 用 u 代 换 t， 而 绝 不 
用 t 代 换 u 时 ， 这 条 公理 就 转换 成 了 一 条 计算 规则 。 


然而 这 还 不 够 ， 因 为 在 这 个 命题 中 ， 将 括号 左 移 的 方式 还 有 许 许多 多 
种 。 为 了 避免 尝试 所 有 的 可 能 性 ， 我 们 需要 利用 一 个 事实 一 一 计算 的 结 
果 与 移动 括 写 的 顺序 无 关 。 


人 们 当然 希望 计算 的 结果 不 受 应 用 规则 顺序 的 影响， 然而 ， 这 取决 于 所 
用 的 规则 是 什么 。 比 如 有 两 条 规则 ， 一 条 可 将 表达 式 0 +r ERN x, 
另 一 条 可 将 z = 变换 为 2 xzr。 那 么 ， 根 据 计 算 先 应 用 第 一 条 规则 还 是 
第 二 条 规则 ， 表 达 式 0+0 可 能 变 为 0 或 是 2 x 0。 如 果 最 终结 果 与 计算 
顺序 无 天， 我 们 束 说 这 一 组 计算 规则 是 “合流 ”(confluent)〉 的 ， 也 可 以 
说 它 具 有 上 丘 奇 - 罗 塞 尔 性 质 一 一 这 是 在 20 世纪 30 年 代 ， 丘 奇 与 罗 塞 尔 
证 明 的 首 批 关 于 入 演算 中 B 归 约 的 性 质 之 一 。 如 果 一 组 计算 规则 不 合 
流 ， 有 时 也 可 以 通过 添加 规则 使 之 合流 。 在 这 个 例子 中 ， 只 要 再 加 上 一 
条 规则 ， 将 2 x0 变 为 0， 就 可 以 使 整 组 规则 合流 。 














不 但 将 形 如 t= 的 公理 转换 为 计算 规则 ， 更 将 其 转换 为 合流 规则 组 ， 

这 一 思想 是 由 高 德 纳 与 彼得 :本 迪克 斯 在 1970 年 提出 的 。 它 可 以 让 我 们 

设计 出 比 原 有 方法 更 快 的 自动 化 证 明 方 法 ， 因 为 它 消 除了 先 把 括号 左 

E 
` 同 的 尝试 。 


从 合 一 到 解 方程 


然而 这 里 有 个 问题 ， 如 果 我 们 将 公理 转换 为 计算 规则 ， 就 再 也 无 法 证 明 
某 些 用 量词 构建 的 命题 了 ， 比 如 命题 “存在 y 使 得 4+y= (a+ b) en, 
在 早先 的 方法 中 ， 结 合 律 仍然 是 公理 ， 本 来 是 可 以 证 明 这 个 命题 的 。 实 
际 上 ， 我 们 没有 办 法 将 结合 律 的 计算 规则 用 于 这 个 命题 ， 因 为 它 的 括号 
已 经 到 了 最 左边 ， 而 表达 式 4+y 和 (a +h) +o 又 无 法 合 一 ， 因 为 不 管 将 
a+y 中 的 y BUR ARIAT, MAT INES (a +) +c, 


1972 Œ, KE EY Rie Ak Bl FREE A] DORE AS RATT UU, X 
Na tn RUE HA RE TE BEE T i Ee EI EME SG I — 
FF, ATUEW ER, MSLBEREX a +y la tbe, EFIR 
方法 会 失败 ， 而 普罗 特 金 的 方法 则 能 够 得 出 解 上 + co WAR RETA ZA 
4a+y 中 的 变量 y 代 换 为 表达 式 上 + c， 就 会 得 到 4 + t+ c)。 这 一 结果 当 
然 与 l4 + 路 +c 不 同 ,但 可 以 通过 计算 得 到 后 者 。 所 以 ， 普 罗 特 金 的 合 
一 算法 比 罗 宾 还 的 算法 更 复杂 ， 因 为 它 要 考虑 计算 规则 。 用 普罗 特 金 自 
己 的 话说 ， 结 合 律 公理 已 经 被 “ 置 入 了 合 一 算法 。 接 下 来 ， 人 们 证 明了 
不 仅 是 结合 律 公理 ， 其 他 的 等 量 公理 也 可 以 置 入 合 一 算法 。 


比如 ， 我 们 可 以 在 合 一 算法 中 融入 所 有 的 算术 运算 规则 。“z + 2 = 4 的 
合 一 问题 在 没有 计算 规则 时 本 来 没有 解 ， 而 现在 就 有 了 一 个 解 ， 因 
为 “2+2=4” 这 种 扩展 的 合 一 问题 就 和 我 们 在 学 校 里 面 学 过 的 方程 很 相似 
了 。 所 以 ， 除 了 做 推理 和 计算 外 ， 普 罗 特 金 的 方法 似乎 还 有 第 三 种 用 途 
解 方程 。 由 此 我 们 就 可 以 解释 所 有 高 中 生 都 体验 过 的 一 件 事 了 : 为 
了 解决 数学 问题 ， 有 时 候 需 要 计算 ， 有 时 候 需 要 推理 ， 有 时 候 要 解 方 


程 。 


“ 解 方程 ”突然 疗 入 了 上 自动 化 证 明 方法 中 ， 迫 使 我 们 重新 审视 数学 中 用 到 
的 方程 。 本 来 ， 方 程 由 两 个 包含 变量 的 表达 式 构 成 ， 解 则 是 一 些 代 换 变 
量 后 可 使 方程 两 侧 相等 的 表达 式 。 比 如 ， 方 程 z+2=4 的 解 是 表达 式 


0a， 使 得 命题 "+ 2 =4 成立。 解 方程 就 是 要 给 出 qa， 以 及 命题 a+2=4 




















的 证 明 。 对 于 这 个 例子 而 言 ， 我 们 给 出 解 2 后 ， 无 需 证 明 命题 2+2=4， 
因为 只 要 计算 2+2 得 到 结果 4 束 可 以 了 。 所 以 ， 数 学 中 就 有 两 类 方程 : 
一 类 需要 给 出 解 并 证 明 它 是 解 ， 一 类 是 只 需 给 出 解 ， 因 为 只 需 计算 即 可 
对 解 进行 验证 了 。 我 们 在 中 学 里 学 过 的 许多 方程 都 属于 第 二 类 。 如 今 ， 
人 们 发 现 一 些 更 为 通用 的 方法 来 解 这 些 方程 ， 不 过 很 多 时 候 ， 这 些 方法 
还 是 不 如 中 学 里 学 过 的 特殊 方法 来 得 高 效 。 


1996 年 10 月 10 日 ， 正 是 利用 了 这 样 一 个 解 方程 算法 ， 威 廉 . 麦 丘 恩 的 
方程 证 明 器 EQP 在 不 间断 地 运算 了 8 天 之 后 ， 证 明了 布尔 代数 的 两 种 
不 同 定 义 的 等 价 性 。 这 一 结果 也 许 无 关 紧 要 ， 但 以 前 从 未 有 人 能 够 证 明 
它 。 此 项 成 就 虽然 无 法 与 自动 化 证 明 先 驱 们 的 伟大 预言 相提并论 ， 但 仍 
然 非常 值得 称赞 。 


丘 奇 类 型 论 


前 文 提 到 的 方法 可 以 在 一 些 简 单 理论 中 寻找 证 明 ， 比 如 结合 律 理 论 ， 其 
中 所 有 的 公理 都 是 等 式 。 为 了 证 明 真 正 的 数学 定理 ， 人 们 很 自然 地 想 要 
针对 可 以 表达 所 有 数学 思想 的 理论 来 设计 目 动 化 证 明 程 序 ， 如 丘 奇 类 型 


论 或 集合 论 。 


我 们 已 经 看 到 ， 丘 奇 类 型 论 主要 包含 一 个 公理 ， 即 B 转 换 公 理 ， 其 形式 
是 一 个 等 式 。1971 年 ， 彼 得 .安德鲁 斯 提出 将 这 一 公理 包含 在 合 一 算法 
中 。 事 后 看 来 ， 这 一 提议 与 普罗 特 金 提 出 的 将 结合 律 公理 包含 在 合 一 算 
法 中 的 想法 不 谋 而 合 。 次 年 ， 热 拉 尔 :于 埃 成 功 地 完成 了 这 一 工作 ， 他 
提出 了 “高 阶 ? 合 一 算法 ， 其 中 包含 了 转换 公理 。 这 了 就 把 B 转换 公理 叉 
带 回 了 它 的 原点 一 一 计算 规则 。 与 马丁 - 洛 夫 同 时 ， 却 出 于 不 同 的 原 
因 ， 于 埃 独 立 提 出 了 将 这 一 公理 转换 为 计算 规则 。 


虽然 目标 和 形式 均 不 同 ， 普 罗 特 金 和 于 埃 提 出 的 方法 有 一 个 共同 点 : 出 
发 点 都 是 将 公理 转换 为 计算 规则 。 这 就 为 回答 本 章 开 头 提 出 的 问题 捉 供 
了 一 点 线索 : À 20 世纪 50 年 代 以 来 ， 推 动 目 动 化 证 明 方 法 不 断 进步 的 
思想 是 什么 呢 ? 其 中 一 种 思想 就 是 将 公理 转换 为 计算 规则 ， 以 此 和 谓词 
逻辑 和 公理 化 方法 拉 开 距离 。 如 果 保 留 数 学 的 公理 化 思想 ， 为 了 证 明 命 
题 2+2=4， 我 们 设计 的 方法 就 可 能 要 涉及 所 有 的 数学 公理 ， 而 不 是 简单 
算 个 加 法 就 行 了 。 
































第 11 草 证 明 检 验 


在 发现 自动 化 证 明 无 法 狗 现 所 有 的 承 话 之 后 ， 一 些 人 转 而 设 定 了 一 个 较 
低 的 目标 一 一 证 明 检验 。 在 使 用 上 自动 化 证 明 程 序 时 ， 我 们 会 提出 一 个 命 
题 ， 由 程序 为 该 命题 构造 一 个 证 明 。 而 在 使 用 证 明 检验 程序 时 ， 我 们 会 
同时 提出 命题 及 其 证 明 ， 程 序 只 需要 检验 证 明 是 否 正确 就 行 了 。 


证 明 检 验 比 目 动 化 证 明 的 目标 要 稍 低 一 些 ， 但 它 可 以 用 于 更 为 复杂 的 证 
明 ， 特 别 是 用 于 真正 的 数学 证 明 。 在 大 学 一 年 级 的 数学 课程 中 ， 很 大 一 
部 分 内 容 都 用 这 些 程序 检验 过 了 。 这 项 工作 的 第 二 阶段 是 从 20 世纪 90 
年 代 开 始 的 ， 它 会 回 过 头 来 审视 证 明 ， 看 看 哪些 部 分 可 以 让 上 自动 化 证 明 
程序 去 做 ， 哪 些 部 分 还 需要 人 类 干预 。 这 种 观点 与 自动 化 证 明 的 先驱 们 
不 同一 一 人 类 与 机 器 合作 的 观念 已 经 代 蔡 了 竞争 的 思想 。 


检验 数学 证 明正 确 与 否 有 什么 用 呢 ? 首先 ， 哪 介 最 严谨 的 数学 家 也 难免 
有 政 忽 。 比 如 ， 有 人 利用 此 类 程序 发 现 ， 牛 顿 对 行星 运动 受 太 阳 引 力作 
用 的 一 个 证 明 中 有 错误 。 这 个 错误 是 可 以 纠正 的 ， 并 不 会 动摇 牛顿 的 理 
论 ， 但 此 类 错误 在 数学 著作 中 十 分 常见 。 更 严重 的 是 ， 在 历史 上 还 有 许 
多 错误 的 证 明 ， 比 如 对 于 平行 公理 、 费 马 大 定理 (对 于 大 于 或 等 于 3 的 
自然 数 n， 不 存在 正 整 数 x、y、z 满足 7 +y = 2") 和 四 色 定 理 〈 我 们 
在 第 12 章 会 再 来 讨论 它 ) 的 证 明 。 不 但 数学 爱好 者 会 提出 错误 的 证 

明 ， 严 齐 的 数学 家 ， 甚 至 大 数学 家 也 会 犯错 。 既 然 我 们 知道 ， 检 验证 明 
正确 与 否 只 需要 进行 一 个 简单 的 计算 ， 即 确保 每 一 步 都 是 将 已 证 明 的 命 
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使 用 数学 证 明 检 验 程 序 时 ， 需 要 将 证 明 写 得 非常 详细 ， 也 就 是 要 比 传统 
的 数学 写作 规范 更 为 精确 。 这 有 时 会 显得 十 分 枯燥 ， 但 也 促使 了 人 们 用 
更 严谨 的 方式 来 描述 数学 。 在 历史 上 ， 数 学 写作 的 规范 一 直 朝 着 更 严谨 
的 方向 返 进 ， 而 证 明 检验 程序 的 出 现 则 是 这 一 漫长 历史 中 的 办 新 阶段 
一 一 证 明 已 经 严谨 到 可 以 让 计算 机 来 验证 它 是 不 是 正确 了 。 


如 果 数 学 还 停留 在 牛顿 的 时 代 ， 这 种 工具 很 可 能 没有 多 大 用 场 。 然 而 在 
20 世纪 和 21 世纪 ， 证 明 变 得 越 来 越 长 ， 也 越 来 越 复 杂 。 对 于 某 些 证 明 
来 说 ， 这 些 工 具 早 晚会 成 为 保证 其 正确 性 的 必需 品 。 比 如 在 17 世纪 ， 
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论说 他 的 证 明 是 正确 的 。 虽 然 他 们 一 开始 找到 了 一 个 错误 ， 但 怀 尔 斯 成 
功 地 把 它 改正 了 。 要 确保 这 样 的 证 明正 确 固然 可 以 不 使 用 工具 一 一 人 们 
以 前 也 正 是 这 样 做 的 ， 但 这 需要 大 量 的 工作 。 而 且 ， 如 宋 证 明 的 长 度 不 
断 增 长 ， 我 们 就 要 想 一 想 数 学 界 的 同行 们 还 能 不 能 胜任 审读 工作 。 怀 尔 
斯 的 证 明 还 算 不 上 是 最 长 的 。1980 年 ， 罗 纳 德 :所 罗 门 的 有 限 单 群 分 类 
定理 证 明 长 达 15 000 页 ， 包 括 好 几 十 位 数学 家 撰写 的 几 百 篇 文章 .….…… 
证 明 检 验 程 序 固然 还 太 粗 糙 ， 处 理 不 了 这 种 规模 的 工作 ， 但 它们 仍然 带 
来 了 一 线 布 望 ， 布 望 有 朝 一 日 能 够 驯服 这 些 庞大 的 证 明 。 


Automath 工 程 


在 德 布 鲁 因 于 1967 年 开发 的 首 个 证 明 检 验 器 Automath 程序 中 ， 证 
明 已 经 是 基于 公理 、 演 绎 规则 和 计算 规则 构建 的 了 ， 虽 然 这 个 程序 还 仅 
限于 B 归 约 ， 以 及 将 定义 好 的 符号 蔡 换 为 其 定义 。 这 样 一 来 ， 我 们 要 证 
明 “2+2=4”， 就 不 能 仅仅 做 加 法 ， 而 必须 构造 一 个 推理 。 使 用 计算 机 却 
不 能 让 它 做 加 法 德 布 鲁 因 已 经 发 现 了 这 个 矛盾 ， 但 他 似乎 对 于 在 证 
明 中 使 用 更 多 的 计算 规则 还 心 存 疑虑 。 


后 来 人 们 发 现 ， 要 是 每 次 证 明 命题 2+2=4 都 要 构造 一 个 推理 ， 那 这 些 程 
序 就 没 办 法 用 了 。 这 就 解释 了 为 什么 有 些 程序 没有 使 用 集合 论 ， 而 使 用 
了 一 种 可 以 同时 表达 推理 和 计算 的 数学 形式 化 方法 ， 比 如 马丁 - 洛 夫 的 
类 型 论 或 其 扩展 ， 如 构造 沉 算 。 另 一 些 程序 则 使 用 了 丘 奇 类 型 论 ， 但 总 
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可 计算 ， 却 在 事后 
hi 
新 方式 。 


我 们 在 第 2 章 中 曾经 提 到 ， 有 些 概念 是 直接 用 计算 方式 定义 的 ， 有 些 则 
不 是 。 例 如 ,，“ 合 数 ” 的 定义 说 的 是 对 于 数 x， 存 在 大 于 等 于 2 的 两 个 数 
y 和 z， 使 得 x 等 于 yx。 定义 并 没有 直接 指出 算法 ， 但 判定 一 个 数 是 
不 是 合 数 的 算法 却 有 很 多 。 比 如 ， 只 要 在 这 个 定义 中 加 上 “y 和 z 都 要 比 















































x”, ibe MACE TS. AA AE BL x 是 不 是 合 数 ， 只 要 将 所 
有 小 于 x HARRI, GRA RENAE x MAS. SR, Ae 
还 有 更 好 的 算法 ， 比 如 逐个 测试 所 有 比 x 小 的 数 能 不 能 整除 x。 


由 此 ， 我 们 可 以 定义 一 个 算法 f， 使 它 作 用 于 合 数 时 结果 为 1， 否则 为 
0。 通 过 使 用 这 一 算法 ， 我 们 可 以 给 “ 合 数 ”的 概念 市 来 一 个 全 新 的 定 
义 : 对 于 数 x， 如 果 JU) = 1， 则 x 是 合 数 。 不 难 证 明 这 两 种 定义 是 等 
价 的 ， 当 且 仅 当 存 在 数 y 和 z 使 得 x 等 于 yx 时 ，f(7) =I, 


这 样 一 来 ， 我 们 就 有 两 种 方法 来 证 明 91 是 合 数 了 。 第 一 种 方法 是 给 出 
乘积 为 91 的 两 个 数 y 和 z， 即 7 和 13， 而 第 二 种 只 需要 证 明 命题 
1(91) = 1。 由 于 是 算法 ， 这 个 命题 在 计算 后 与 1=1 相同 ， 我 们 就 可 以 
用 公理 “ 任 取 x，z — z 来 证 明 它 。 所 以 ， 计 算 规 则 能 够 对 许多 命题 的 证 
明 构 造 过 程 进行 简化 和 自动 化 。 比 如 ， 像 “2+2=4* 这 样 的 证 明 自然 可 以 
使 用 通过 计算 定义 的 概念 ， 但 也 有 类 似 于 “91 是 合 数 * 这 样 的 命题 ， 其 使 
用 的 概念 虽然 不 是 通过 计算 定义 ， 人 们 却 事后 为 这 一 概念 找到 了 一 种 算 
法 ， 这 些 正 明 比 传统 正明 更 为 简练 ， 但 检验 时 区 需要 重新 进行 一 定量 的 
计算 。 


证 明 的 正确 性 


早 在 设计 通用 的 数学 证 明 检 验 程 序 之 前 ， 计 算 机 学 家 们 就 已 经 意识 到 ， 

开发 能 够 验证 程序 或 电路 正确 性 的 程序 十 分 上 必要。 事实 上 ， 在 20 世纪 

的 最 后 10 年 中 ， 长 度 和 复杂 性 激增 并 不 是 数学 证 明 的 专利 。 程 序 的 长 

度 和 电路 的 体积 都 呈 爆 炸 式 增长 ， 膨 胀 速度 很 可 能 还 超过 了 数学 证 明 。 

有 些 计算 机 程序 有 数 十 万 行 ， 而 读者 正在 读 的 这 本 书 只 有 几 千 行 。 程 序 
和 电路 的 复杂 上 度 达 到 了 全 新 层次 ， 和 蒸汽 机 车 或 是 收 首 机 等 早期 工业 产 
品 完全 不 在 一 个 数量 级 上 。 


对 于 这 么 复杂 的 对 象 ， 保 证 其 正确 的 唯一 方法 就 是 证 明 。 我 们 已 经 看 到 
了 证 明 算 法 正确 的 一 个 例子 : 一 方面 ， 用 抽象 方式 定义 “ 合 数 ”的 概念; 
男 一 方面 ， 用 算法 来 定义 它 ; 最 后 证 明 这 两 种 定义 等 价 。 我 们 就 此 证 明 
了 算法 相对 于 抽象 定义 是 正确 的 。 

确认 程序 或 电路 正确 的 证 明 的 篇 幅 ， 至 少 会 和 其 证 明 的 对 象 一 一 程序 或 


电路 的 长 度 成 比例 。 这 就 和 传统 的 数学 证 明 有 所 不 同 了 : 数学 证 明 篇 幅 
可 长 可 短 ， 但 其 证 明 的 对 象 可 能 只 是 儿 句 话 而 已 。 因 此 ， 如 果 要 手工 完 









































成 这 些 新 型 的 证 明 ， 其 正确 性 很 难 令 人 信服 ， 证 明 检验 系统 就 成 了 不 可 
或 缺 的 帮手 。 因 此 ， 人 们 设计 出 了 “验证 程序 和 电路 正确 性 的 程序 ”。 


为 了 证 明 一 个 程序 或 电路 正确 ， 我 们 应 当 能 够 表达 一 件 事 ， 就 是 将 某 些 
数值 输入 验证 程序 后 ， 该 程序 应 该 有 什么 样 的 输出 。 比 如 ， 利 用 欧 几 里 
得 算法 来 计算 两 个 数 的 最 大 公约 数 的 程序 ， 应 该 在 输入 90 和 21 后， 能 
够 输出 结果 3。 为 了 描述 这 一 点 ， 我 们 可 以 使 用 公理 和 演绎 规则 。 不 
过 ， 既 然 我 们 在 讨论 程序 和 计算 ， 更 目 然 的 方式 是 使 用 计算 规则 。 最 早 
出 现 的 程序 正确 性 检验 程序 ， 比 如 罗 宾 : 米 尔 纳 开发 的 LCF 程序 和 罗 伯 
特 : 博 伊 尔 与 J. TEE EE RIT RU ACL 程序 ， 都 使 用 了 一 种 特殊 的 数 
ICT Lik Ss 它 既 不 是 集合 论 ， 也 不 是 类 型 论 ， 而 且 包含 了 一 种 编 
程 语言 作为 子 语言 。 如 果 想 要 证 明 欧 几 里 得 算法 作用 于 90 和 21 时 得 到 
的 结果 是 3， 只 需 在 这 些 语言 中 ， 用 包含 在 数学 语言 中 的 编程 语言 来 表 
述 欧 几 里 得 算法 ， 并 执行 它 就 行 了 。 


博 伊 尔 和 摩尔 还 更 进一步 ， 因 为 在 他 们 的 语言 中 ， 演 绎 规则 也 被 计算 规 
则 所 苦 代 。 诚 然 ， 丘 奇 定理 已 经 事先 曾 明 了 此 类 工作 的 局 限 ， 我 们 不 能 
要 求 这 些 计算 规则 永远 能 够 终止 。 自 然 ，ACL 程序 的 规则 也 不 能 保证 
这 一 上 后。 借助 这 个 程序 ， 博 伊 尔 和 摩尔 已 经 达到 了 丘 奇 定理 所 允许 的 极 
限 ， 尽 可 能 实现 了 布尔 伯 特 用 计算 代 丛 推理 的 理想 。 


德 布 鲁 因 及 其 奶 随 者 为 一 派 ， 米 尔 纳 、 博 伊 尔 和 摩尔 为 男 一 派 ， 二 者 退 
求 的 目标 虽然 不 同 ， 却 都 得 到 了 与 马丁 - 洛 夫 、 普 多 特 金 和 于 埃 关 似 的 
结论 : 为 了 构建 证 明 ， 不 但 要 使 用 公理 和 演绎 规则 ， 还 要 使 用 计算 规 
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第 12 章 ”学界 新 进展 


“构造 证 明 不 仅 需 要 公理 和 演绎 规则 ， 更 需要 计算 规则 。” 这 一 思想 在 20 
世纪 70 年 代 初 融入 了 马丁 - 洛 夫 的 类 型 论 ， 更 体现 在 各 种 用 计算 机 进行 
的 数学 证 明 工 作 中 。 这 些 工作 将 数学 理论 和 数学 证 明 作为 研究 对 象 ， 也 
就 是 说 ， 从 外 部 来 观察 它们 一 一 这 都 是 逻辑 的 研究 工作 。 然 而 ， 数 学 从 
来 都 不 是 单 受 逻 辑 影 响 束 会 及 生 演 变 的 。 要 产生 变革 ， 束 必须 能 给 “应 
用 数学 ”， 也 就 是 数学 实践 市 来 些 什 么 。 


对 于 公理 化 思想 的 质疑 ， 到 底 是 无 关 紧 要 的 细 枝 末节 ， 还 是 对 于 数学 的 
PRAM =F A? 我 们 也 同样 应 当 从 实践 中 寻找 答案 。 我 们 会 在 本 章 中 看 到 几 











个 例子 DURE, SRE, MURAT HE... 这 些 不 是 逻辑 定理 ， 
而 是 几何 定理 。 
四 色 定 理 


19 世纪 中 叶 ， 一 个 新 的 数学 问题 一 一 四 色 问 题 出 现 了 。 我 们 在 给 地 图 
涂 色 的 时 候 ， 可 以 给 地 图 上 的 每 个 区 域 选 择 一 种 不 同 的 颜色 。 当 然 我 们 
也 可 以 更 为 节约 一 点 ， 把 两 个 区 域 涂 成 同一 种 颜色 ， 只 要 这 两 个 区 域 没 
有 相 邻 的 边界 就 可 以 了 。 根 据 这 种 思想 ， 弗 朗 西 斯 : 格 思 里 在 1853 年 发 
现 了 一 种 方法 ， 能 够 仅 使 用 四 种 颜色 来 为 英国 各 郡 的 地 图 涂 色 。 有 时 候 
四 个 郡 会 两 两 相 接 ， 用 到 的 颜色 肯定 不 可 能 少 于 四 种 。 所 以 ， 给 这 张 地 
图 涂 色 所 需 的 颜色 就 恰好 是 四 种 。 


给 英国 地 图 上 色 到 底 需 要 几 种 颜色 的 问题 解决 了 ， 但 格 思 里 想 ， 这 个 答 
案 是 仅仅 适合 这 张 地 图 ， 还 是 说 适合 所 有 的 地 图 呢 ? 于 是 它 提 出 了 一 个 
假说 ， 认 为 只 要 最 多 四 种 颜色 就 可 以 给 任何 地 图 上 色 了 ， 但 却 没 能 证 
HJ. Æ 25 年 后 的 1879 年 ， 阿 尔 弗 雷 德 : 肯 普 认为 自己 解决 了 这 个 问 
题 ， 证 明了 四 种 颜色 对 于 任何 地 图 都 足够 了 了。 但 又 过 了 10 年 ， 珀 西 : 希 
伍德 于 1890 年 发 现 这 个 证 明 中 有 一 个 错误 。 直 到 1976 年 ， 凯 尼斯 : 阿 
侯 尔 和 沃 尔 夫 冈 : 哈 肯 才 最 终 解 决 了 四 色 问 题 。 


肯 普 的 论证 虽然 有 错 ， 却 仍然 值得 注意 。 给 地 图 上 色 时 ， 一 种 自然 的 做 
法 就 是 先 深 第 一 块 ， 再 浴 第 二 块 ， 接 下 来 涂 第 三 块 .…... 这 就 会 出 现 一 个 
情况 ， 就 是 我 们 已 经 用 了 最 多 四 种 颜色 给 若干 区 域 上 了 色 ， 然 后 还 有 一 




















个 新 的 区 域 要 上 色 。 如 果 在 这 种 情况 下 ， 我 们 总 是 能 为 新 的 区 域 选择 四 
种 颜色 之 一 的 话 ， 那 么 不 管 是 什么 地 图 ， 只 要 如 此 反复 ， 我 们 就 可 以 一 
点 点 给 它 上 好 颜色 了 。 


在 给 新 区 域 上 色 时 ， 我 们 可 以 先 看 看 与 它 邻 接 的 那些 已 经 上 好 色 的 区 

域 。 如 果 这 些 区 域 恰好 还 没有 用 完 四 种 颜色 ， 那 么 就 可 以 用 还 没 用 到 的 
颜色 给 新 区 域 上 色 。 相 反 ， 如 果 四 种 颜色 都 已 经 用 到 了 ， 就 必须 改变 原 
有 的 涂 色 ， 以 便 空 出 一 种 颜色 供 新 的 区 域 使 用 。 肯 普 的 证 明 中 就 提出 了 
一 种 这 样 的 方法 ， 而 他 正 是 在 这 个 改变 上 色 的 方法 里 出 了 错 。 


痛 普 的 证 明 答 试 为 我 们 带 来 了 一 点 “数学 幻想 ?: 想象 一 下 ， 我 们 以 东 种 
方法 让 肯 普 的 论证 成 并 了 ， 但 仪 限 于 已 经 有 十 个 以 上 区 域 涂 好 颜色 的 地 
图 。 只 要 头 十 个 区 域 被 涂 好 颜色 ， 我 们 就 有 办 法 涂 第 十 一 个 、 第 十 二 

第 十 三 个 如 此 一 来 ， 四 色 问 题 就 变 成 证 明 “ 所 有 十 个 以 下 区 域 
的 地 图 都 可 以 用 四 种 颜色 上 色 ”。 由 于 拥有 十 个 以 下 区 域 的 地 图 数量 有 
限 ， 我 们 只 要 穷 举 所 有 情况 ， 一 个 一 个 给 它们 上 色 就 是 了 。 


这 种 方法 和 第 4 章 中 介绍 的 "消去 量词 "的 方法 异曲同工 ， 该 方法 把 在 自 
ARB RMIT AE © 3 -2 二 0 的 问题 ， 转 化 成 了 在 0 到 10 之 间 进行 求 
R, 








阿 佩 尔 和 哈 肯 在 1976 年 提出 的 证 明 就 是 这 样 进行 的 ， 不 过 要 更 复杂 一 
点 : 首先 ， 阿 侯 尔 和 哈 背 证 明 的 递 推 性 质 并 不 是 “存在 一 种 上 色 方 式 ” 那 
么 简单 ， 再 者 ， 他 们 得 到 的 有 限 地 图 集合 也 不 是 简单 地 少 于 十 个 区 域 而 
a epee ea aa 

一 致 的 ， 即 将 四 色 问 题 归 约 为 一 个 在 有 限 地 图 集合 上 的 问题 。 该 集合 
中 有 1500 种 地 图 ， 只 要 逐个 枚 举 验证 束 行 了 。 但 是 ， 要 是 阿 佩 尔 和 哈 
肯 手 工 进行 穷 举 的 话 ， 他 们 就 是 算 上 一 辈子 也 算 不 完 。 为 了 完成 这 一 工 
作 ， 他 们 使 用 了 计算 机 一 一 即便 是 计算 机 也 花费 了 1200 个 小 时 才 算 
完 ， 也 就 是 超过 一 个 半月 的 时 间 。 即 使 在 今天 ， 我 们 也 不 知道 如 何 “ 手 
工 ” 而 不 借助 计算 机 来 证 明 这 个 定理 。 


根据 这 1500 个 验证 结果 ， 计 算 机 构建 了 一 个 证 明 。 这 个 证 明 长 达 几 百 
万 页 ， 没 有 人 能 够 通读 ， 那 把 它 打 印 出 来 也 就 毫 无 意义 了 。 


~ 这 个 证 明 的 特殊 之 处 在 于 它 很 长 ， 必 须要 使 用 计算 机 才能 做 出 

















四 色 定 理 的 证 明 是 不 是 第 一 个 因为 太 长 而 必须 用 计算 机 来 做 的 证 明 呢 ? 
是 也 不 是 。 在 1976 年 之 前 ， 人 们 就 已 经 使 用 计算 机 来 测试 大 整数 的 又 

性 、 计 算 r 的 小 数 ， 或 是 求 描述 复杂 物理 系统 的 方程 的 近似 解 ， 比 如 ， 
计算 奇形怪状 的 机 械 零 件 上 每 一 点 的 远 度 。 也 是 早 在 1976 年 之 前 ， 人 
们 已 经 证 明了 形 如 “ 数 是 素数 ， 其 中 n 是 一 个 有 上 干 位 的 数字 ”7 的 前 
1000 位 是 3.1415926… ”或 “形状 P KWK merlin 80°C, FEA P ze 
ee a 
工 证 明和 它们 。 


然而 ， 和 四 色 定 理 不 同 的 是 ， 上 述 定理 本 身 的 叙述 都 很 长 ， 它 们 要 么 包 
含 一 个 上 干 位 的 数 ， 要 么 包含 7 的 前 1000 位 数 ， 要 么 描述 了 一 个 复杂 
的 几何 形状 。 这 些 定理 叙述 很 长 ， 而 定理 的 证 明 全 少 要 包含 定理 的 叙 
述 ， 因 此 其 证 明 也 必然 很 长 ， 以 至 于 无 法 手写 完成 。 相 反 ， 四 色 定 理 的 
证 明 看 起 来 并 没有 注定 要 长 到 只 能 用 计算 机 来 做 。 和 四 色 定 理 形 式 类 似 
的 某 些 定理 ， 比 如 涉及 环 面 而 非 平 面 或 球面 地 图 上 色 问 题 的 “七 色 定 
理 "”， 就 可 以 用 传统 方法 在 几 页 纸 内 完成 证 明 。 于 是 ， 四 色 定 理 就 成 了 
第 一 个 叙述 简短 而 证 明 极度 元 长 的 定理 。 


形式 计算 


到 了 20 世纪 80 年 代 初 ， 一 种 新 的 计算 机 程序 让 用 计算 机 证 明定 理 变 得 
稀 松 平常 。 我 们 把 这 种 程序 叫 作 “ 形 式 计算 ”。 


我 们 前 面 已 经 说 过 ， 在 18 世纪 初 ， 随 着 微 积分 的 发 展 ， 新 的 算法 出 现 
T: 它们 不 是 作用 于 数 ， 而 是 作用 于 函数 表达 式 ， 比 如 z 一 zxr。 人 
们 很 自然 地 会 希望 能 用 计算 机 来 执行 这 种 算法 ， 比 如 用 它 来 推导 此 类 表 


EX. 


这 些 程序 很 快 被 物理 学 家 们 派 上 了 用 场 ARTE FP a — tit UE 
呢 。 比 如 ， 在 19 世纪 ， 夏 尔 - 欧 仁 : 德 劳 奈 花 了 20 年 来 对 月 亮 的 运动 做 
近似 计算 ， 而 形式 计算 程序 算 一 遍 只 需要 几 分 钟 。 而 且 ， 重 新 计算 时 还 
发 现 了 一 个 小 错误 : 德 劳 奈 在 抄写 一 个 表达 式 时 把 分 数 扣 和 五 搞 混 了 。 
这 个 错误 对 于 描述 月 亮 运动 的 影响 微乎其微 ， 这 也 就 是 为 什么 人 们 早先 
没有 发 现 问题 的 原因 。 


我 们 已 经 看 到 ， 欧 氏 几 何 是 不 多 见 的 几 个 确定 性 理论 之 一 。 有 一 种 依赖 
多 项 式 计算 的 算法 可 以 判定 几何 命题 是 人 否 可 证 明成 立 ， 如 今 ， 它 可 以 用 












































形式 计算 程序 来 实现 了 。 比 如 , “页 雷 定理 ?就 可 以 用 这 种 方式 证 明 。 根 
据 这 个 定理 ， 任 取 三 角形 4BC， 分 别 三 等 分 其 三 个 角 ， 其 角 三 分 线 相 
交 于 三 点 M、N、P， 则 MNP 是 一 个 等 边 三 角形 。 








这 个 定理 有 知 干 种 证 明 ， 其 中 一 种 是 用 形式 计算 程序 做 出 的 。 在 这 个 证 
HE, RIIA 6 个 变量 ,分 别 代表 A、B、C 的 纵横 坐标 ;然后 ， 
用 这 6 个 变量 来 表达 角 三 分 线 的 方程 以 及 点 M、N、P 的 坐标 ， 之 后 计 
算 MN 和 MP 的 长 度 ， 再 取 这 两 个 长 度 的 普 值 ， 最 后 得 到 一 个 函数 表达 
式 ， 经 简化 后 结果 为 0。 由 此 可 证 MN 的 与 MP 长 度 相 等 ， 同 理 可 证 
MN KES NP 相等 ， 由 此 得 出 该 三 角形 是 等 边 三 角形 。 


在 证 明 一 开始 ， 函 数 表 达 式 还 算 简单 。 但 随 大 一 步 步 推进 ， 表 达 式 就 越 
变 越 大 ， 到 了 茶 个 时 候 需 要 好 几 十 张 纸 才 能 写 下 它 。 这 项 工作 太 过 烦 
I 帮助 。 


和 四 色 定 理 一 样 ， 如 果 没 有 计算 机 ， 莫 雷 定理 的 证 明 也 是 长 到 无 法 完成 
了 。 然 而 ， 和 四 色 定 理 不 同 的 是 ， 这 个 定理 还 有 其 他 较 短 的 证 明 方 式 ， 
比如 1909 年 由 萨 蒂 亚 纳 拉 亚 纳 给 出 的 证 明 。 


所 以 ， 证 明 长 到 无 法 手工 完成 的 定理 可 以 分 为 两 种 : 一 种 是 叙述 本 身 就 
十 分 庞大 的 定理 ， 类 似 于 “7 的 前 一 干 位 数 是 3.1415926…”; 为 一 种 则 是 
叙述 很 短 但 一 眼看 不 出 证 明 很 长 的 定理 ， 类 似 于 四 色 定 理 和 莫 雷 定理 。 
第 二 类 定理 还 可 以 再 细 分 为 两 种 : 一 种 如 黄 雷 定理 ， 既 有 长 证 明 也 有 短 
































EA; AANA EL, ES NA KEN. 
黑 尔 斯 定理 


直到 20 世纪 末 ， 四 色 定 理 还 是 “ 斤 述 短 而 已 知 证 明 都 很 长 * 这 类 定理 中 
的 唯一 成 员 。 既 然 仅 此 一 例 ， 使 用 计算 机 来 证 明 它 在 方法 论 上 引起 的 震 
动 就 显得 不 那么 大 了 。 很 多 数学 家 都 认为 ， 人 们 早晚 会 给 这 个 定理 找到 
一 个 短 证 明 ， 到 那 时 ， 就 再 也 不 用 听 人 谈论 那些 长 到 无 法 手写 的 丑陋 证 
明了 。 然 而 到 了 1989 年 ， 又 有 一 个 定理 加 入 了 这 一 行列 ， 即 不 存在 10 
阶 有 限 射 影 平 面 。 接 下 来 ，1995 年 证 明了 双 泡 定理 ，1998 Æ VA TE 
尔 斯 定理 在 堆 橙 子 的 时 候 ， 你 使 用 的 空间 永远 都 不 可 能 超过 74%, 
即 6 ， 这 样 一 来 ， 在 柳 子 之 间 至 少 要 留 出 26% 的 空隙 。 这 个 问题 最 初 
由 开 普 勒 在 1610 年 提出 ， 在 近 四 个 世纪 中 一 直 甚 而 未 决 。 如 此 看 来 ， 

四 色 定 理 的 证 明 并 不 是 孤 例 。 


这 些 证 明之 所 以 这 么 长 ， 其 原因 有 二 : 要 么 是 证 明 中 有 很 长 的 分 类 讨论 
《如 四 色 定 理 的 证 明 ) , 要么 用 到 了 很 长 的 函数 表达 式 CURE RE BE AU 
证 明 ) 。 有 时 候 则 是 二 者 兼 而 有 之 一 一 黑 尔 斯 定理 就 是 如 此 。 


四 色 定 理 的 证 明 真 的 那么 长 吗 ? 
对 于 前 面 说 的 那些 需要 计算 机 来 证 明 的 定理 而 言 ， 它 们 的 证 明 实在 是 太 
长 了 ， 无 法 手工 完成 。 


但 是 ， 如 果 我 们 决定 使 用 公理 、 演 绎 规则 和 计算 规则 来 构造 证 明 ， 就 可 
以 省 去 计算 机 进行 的 所 有 计算 ， 比 如 在 证 明 91 是 合 数 时 ， 去 掉 计 算 7 
RA 13 的 所 有 细节 。 我 们 在 第 9 章 中 已经 看 到 ， 这 样 的 证 明 比 较 短 ， 

但 验证 起 来 就 要 长 一 些 。 


理解 原因 

1976 年 ， 这 种 新 型 证 明 出 现时 所 引发 的 危机 堪 比 非 欧 几何 或 构造 主义 
当年 引发 的 震荡 。 人 们 又 一 次 面 对 这 个 问题 : 在 数学 证 明 中 到 底 允 许 做 
些 什么 ? 然而 ， 这 次 的 问题 不 再 是 到 底 能 够 使 用 哪些 公理 或 演绎 规则 ， 
而 是 如 果 证 明 中 的 计算 多 到 无 法 手工 验证 ， 那 它 还 能 算是 证 明 吗 ? 


当 四 色 定 理 还 是 阪 例 的 时 候 ， 这 种 争论 尚 不 算 激烈 。 但 到 了 20 世纪 90 
































年 代 和 21 世纪 初 ， 随 着 此 类 证 明 逐 渐 增 多 ， 人 们 开始 意识 到 上 自己 面临 
的 也 许 不 是 无 关 大 局 的 个 别 现象 ， 而 是 一 场 深 刻 的 数学 革命 。 决 定 到 捅 
应 该 接受 还 是 握 弃 这 种 证 明 ， 己 成 燃眉之急 。 


新 型 证 明 的 批评 者 主要 攻击 两 点 : 一 是 这 些 证 明 算 不 上 是 解释 ， 二 是 其 
正确 性 很 难 让 人 信服 。 


就 拿 四 色 定 理 的 证 明 来 说 吧 。 有 人 说 这 个 定理 不 算是 解释 ， 因 为 如 果 任 
何 地 图 真 的 都 可 以 用 四 种 颜色 上 色 ， 那 这 背后 应 该 存在 唯一 一 个 原因 ， 
而 不 可 能 有 1500 个 不 同 的 原因 ， 却 奇迹 般 地 得 到 同一 个 结论 。 要 是 把 
一 个 角子 扔 1500 次 ， 而 这 1500 次 的 结果 全 是 “6”， 那 我 们 就 该 怀疑 这 
背后 定 有 蹊跷 ， 比 如 骨 子 有 问题 ， 而 不 是 单纯 地 认为 自己 特别 站 运 而 
己 。 科 学 方法 中 也 有 同样 的 原则 一 一 找 出 能 够 解释 现象 规律 的 “唯一 一 
个 ”原因 ， 也 就 是 所 谓 的 “解释 *"。 证 明 应 该 能 给 出 这 个 原因 ， 但 阿 佩 尔 
和 哈 肯 的 证 明 却 恰恰 不 能 。 


阿 修 尔 和 哈 肯 的 证 明 不 是 一 个 解释 ， 所 有 人 都 同意 这 一 点 。 而 且 ， 所 有 
人 都 希望 有 朝 一 日 能 够 给 四 色 定 理 找 到 一 个 更 得、 解释 得 更 清楚 的 证 
明 。 话 昌 如 此 ， 难 道 就 因为 我 们 希望 找到 解释 性 更 强 的 证 明 ， 现 有 的 证 
明 就 不 作 数 了 吗 ? 


在 证 明定 理 时 ， 将 问题 分 成 多 种 情况 ， 并 给 出 每 种 情况 下 都 成 立 的 论 

据 ， 这 种 古老 手法 就 是 我 们 所 说 的 “分 类 证 明 ”。 比 如 ， 我 们 在 第 1 章 中 

证 明 一 个 平方 数 不 可 能 是 另 一 个 平方 数 的 两 倍 ， 就 根据 数 x 和 y 是 奇数 

还 是 偶数 分 成 了 4 种 情况 。 假 如 数学 中 不 允许 分 类 证 明 ， 那 就 不 仅仅 排 

除了 四 色 定 理 的 证 明 ， 更 会 排除 其 他 证 明 。 任 何 分 奇偶 、 正 负 、 素 数 或 

有 
除 在 。 


当然 ， 并 不 是 所 有 的 分 类 证 明 都 有 问题 ， 只 是 那些 分 类 数 非常 多 的 证 明 
遭 到 了 批评 。 但 如 果 是 这 样 的 话 ， 证 明 中 到 底 分 多 少 类 就 不 能 被 接受 了 
呢 ? 既然 分 4 类 的 证 明 可 以 被 接受 ， 那 么 除非 人 为 划 定 一 个 界限 ， 人 否则 
我 们 也 很 难 拒绝 分 了 1500 类 的 证 明 啊 ! 


看 起 来 ， 我 们 似乎 必须 承认 四 色 定 理 的 证 明确 实 是 一 个 证 明了 。 虽 然 它 
算 不 上 有 是 一 个 解释 ， 那 也 无 非 是 说 明 ， 我 们 应 该 把 证 明 的 概念 和 解释 的 
概念 区 分 开 来 了 。 











四 色 定 理 的 证 明 对 吗 ? 
针对 新 型 证 明 的 另 一 个 批评 是 ， 其 正确 性 很 难 让 人 信服 。 


当 一 位 数学 家 证 明了 一 个 新 定理 的 时 候 ， 在 证 明 发 表 之 前 ， 其 他 数学 家 
会 进行 审读 ， 并 寻找 其 中 可 能 出 现 的 错误 。 这 僚 体 系 尽管 不 是 无 懈 可 
击 ， 但 至 少 成 功 地 排除 了 许多 错误 的 证 明 。 证 明 发 表 后 ， 谁 都 可 以 审读 
并 从 中 寻找 错误 。 正 是 通过 这 种 方式 ， 在 肯 普 的 四 色 定 理 证 明 发 表 10 
年 后 ， 和 希 伍德 在 其 中 找到 了 一 个 错误 。 


四 色 定 理 的 证 明 发 表 后 ， 一 些 数学 家 试图 阅读 并 验证 它 一 一 这 比 传统 证 
明 要 困难 得 多 ， 因 为 他 们 必须 重新 完成 阿 佩 尔 和 哈 表 所 做 的 所 有 计算 。 
而 在 1976 年 ， 使 用 计算 机 计算 一 个 半月 可 不 是 谁 都 能 做 得 到 的 。 一 直 
到 了 1995 年 ， 尼 尔 : 罗 伯 特 森 、 丹 尼 尔 :P. 桑 德 斯 、 保 罗 . 塞 称 尔 和 罗 宾 ， 
托马斯 才 终 于 用 计算 机 重 做 了 这 一 证 明 及 其 所 有 计算 。 在 1976 年 和 
1995 年 之 间 ， 这 一 证 明正 确 与 否 仍 留存 一 个 争议 :， 人们 无 法 排除 阿 佩 
尔 和 肯 普 在 撰写 程序 时 会 出 错 的 可 能 性 。 物 理学 和 生物 学 界 熟 知 的 “可 
重 现 性 ”(Reproducibility〉 概 念 对 于 数学 而 言 还 是 个 新 事物 。 这 也 让 一 
些 人 声称 :“ 数 学 变 成 了 实验 科学 。” 不 过 ， 我 们 在 后 面 还 会 再 来 讨论 计 
算 和 实验 有 什么 异同 。 


要 消除 人 们 对 证 明正 确 性 的 疑虑 ， 还 有 一 种 可 能 ;证明 阿 佩 尔 和 肯 普 使 
用 的 程序 正确 。 然 而 还 从 没有 人 这 样 做 过 。 但 这 种 方法 也 是 差强人意 ， 
因为 整体 证 明 是 由 两 种 不 同 的 语言 混在 一 起 写成 的 : 一 种 是 传统 数学 语 
言 ， 男 一 种 是 用 来 证 明 原 程序 正确 性 的 验证 程序 的 语言 。 那 么 ， 在 这 两 
种 语言 衔接 的 地 方丈 会 留 有 疑问 一 一 某 一 部 分 证 明 中 被 证 明 的 程 友 性 

质 ， 和 另 一 部 分 证 明 中 使 用 的 程序 性 质 ， 到 底 是 不 是 一 回 事 呢 ? 


保证 证 明正 确 是 如 此 困难 ， 对 此 体会 最 深 的 荡 介 就 是 负责 验证 黑 尔 斯 定 
理 的 12 位 数学 家 了 : 他 们 在 忙活 了 数 年 之 后 ， 终 于 宣布 能 够 99% 确信 
证 明 是 正确 的 ， 而 他 们 使 用 的 方式 对 于 数学 界 来 说 还 很 新 奇 。 


要 消除 人 们 针对 四 色 定 理 正 确 性 的 疑虑 ， 最 好 的 方式 就 是 使 用 证 明 验 证 
程序 。2005 年 ， 敌 治 : 贡 送 埃 和 本 杰 明 .维尔 纳 就 做 了 这 样 的 工作 ， 他 们 
用 Coq 程序 重 写 了 又 德 斯 、 塞 称 尔 、 罗 伯 特 森 和 托马斯 的 证 明 。Cog 是 
-个 基于 构造 沽 算 的 证 明 验 证 程序 ， 而 构造 演算 是 马丁 - 洛 夫 类 型 论 的 
一 种 拓展 。 在 这 个 证 明 中 ， 几 个 概念 先是 用 非 计算 方式 定义 ， 再 用 算法 
































EX, WBE 11 章 讲 到 的 合 数 概念 的 证 明 一 样 。 这 些 算 法 定义 类 似 于 
阿 侯 尔 和 哈 肯 的 程序 。 证 明 计 算 性 和 非 计算 性 定义 等 价 ， 也 就 证 明了 这 
些 程序 的 正确 性 。 然 而 ， 这 些 程序 正确 性 的 证 明 与 定理 的 其 他 证 明 部 分 
使 用 了 相同 语言 写成 ， 这 样 一 来 ， 整 个 证 明 就 只 用 到 一 种 语言 ， 消 除了 
人 们 对 先前 证 明 的 主要 怀疑 一 一 程序 写 得 有 问题 。 


那 这 个 证 明 有 没有 可 能 出 错 呢 ? 当然 有 可 能 ， 因 为 不 管 是 由 数学 家 还 是 
由 机 器 来 验证 ， 都 无 法 保证 绝对 正确 ， 而 且 Coq 程序 本 号 也 可 能 有 问 
题 ， 导 致 它 接 受 了 错误 的 证 明 。 不 过 ， 我 们 还 是 避免 了 一 种 可 能 出 现 的 
错误 ， 即 程序 的 撰写 错误 。 


在 21 世纪 初 ， 人 们 尝试 了 几 次 在 证 明 验 证 程序 中 重 写 黑 尔 斯 定理 证 
明 ， 也 许 要 过 上 几 年 才能 得 到 一 个 完整 的 证 明 。” 















































1 黑 尔 斯 定理 的 证 明 已 用 HOL 证 明 检验 软件 重 写 ， 开 普 勒 猜想 的 形式 化 证 明 工 作 于 2014 年 8 
We 译 者 汶 








证 明 的 长 度 与 丘 奇 定理 


所 有 针对 新 型 证 明 的 批评 都 指向 同一 个 问题 “” 短 证 明 必 然 存 在 吗 ? 比 
如 四 色 定 理 到 底 有 没有 短 证 明 ? 保守 的 数学 家 们 认为 ， 既 然 数 学 已 经 存 
在 了 2500 年 ， 短 证 明 的 效力 已 是 人 所 共 睹 ， 任 什么 认为 四 色 定 理 和 其 
他 定理 就 是 不 一 样 ， 就 不 存在 短 证 明 。 激 进 者 则 认为 ， 一 直到 20 世 
纪 ， 短 证 明 都 是 数学 家 手中 的 唯一 工具 ， 纵 观 历史 ， 人 们 并 没有 能 够 构 
造 长 证 明 的 工具 ， 以 此 来 比较 短 证 明和 长 证 明 的 效力 不 足 为 信 。 我 们 是 
应 该 继续 这 种 非 正 式 的 争论 ， 还 是 说 ， 数 学 自身 就 可 以 淤 清 这 个 问题 
We? 


对 于 证 明 长 度 的 问题 ， 可 计算 性 理论 能 够 提供 一 丝线 索 ， 虽 然 这 个 线索 
也 不 太 明 确 。 我 们 可 以 考虑 一 下 ， 命 题 的 长 度 和 证 明 的 长 度 之 间 是 不 是 
有 什么 关联 ? 对 此 而 言 ， 可 计算 性 理论 确实 给 出 了 一 个 答案 ， 不 幸 的 

是 ， 答 案 是 否定 的 。 丘 奇 定理 有 这 样 一 个 结论 : 存在 这 样 的 定理 ， 其 长 
度 是 mn， 而 其 最 短 的 证 明 至 少 长 达 1000n， 或 者 甚至 是 2 。 让 我 们 再 用 
一 次 归 雇 法 吧 : 假设 对 于 所 有 长 度 为 n 的 可 证 明 的 命题 ， 其 证 明 长 度 都 
小 于 2"， 这 样 一 来 ， 就 必然 存在 一 个 算法 ， 可 以 确定 这 一 命题 是 否 存 在 
一 个 证 明 ， 因 为 长 度 小 于 2" 的 文本 数量 是 有 限 的 。 算 法 只 要 简单 穷 举 
这 些 文 本 ， 就 可 以 判断 命题 是 否 存在 长 度 小 于 2" 的 证 明 ， 也 就 是 说 ， 
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当然 ， 这 个 说 法 并 未 针对 四 色 定 理 。 可 计算 性 理论 中 给 出 的 仅 存在 长 证 
明 的 短命 题 的 例子 ， 其 实 都 是 为 了 证 明 这 一 定理 而 人 为 构造 出 来 的 。 话 
说 回来 ， 这 也 说 明 我 们 不 能 盲目 相信 所 有 的 数学 都 很 < 简单 ”， 或 者 说 ， 
认为 所 有 能 做 的 证 明 都 能 在 几 页 纸 内 写 完 。 科 学 家 们 固然 希望 能 给 观察 
到 的 现象 找到 简单 的 解释 ， 但 现象 有 时 会 很 复 洒 ， 我 们 也 只 能 和 狼 了 。 


能 不 能 证 明 一 个 定理 只 有 长 证 明 ? 


这 个 问题 和 数学 史上 的 男 一 个 问题 有 一 定 相似 之 处 。 上 丘 奇 定理 的 男 一 个 
结论 就 是 著名 的 “ 哥 德 尔 不 完备 定理 ”。 虽 然后 者 在 1931 年 被 证 明 ， 也 
就 是 比丘 奇 定 理 还 时 了 5 年 ， 却 可 以 被 视 为 丘 奇 定理 的 一 个 简单 结论 。 
如 同 “ 所 有 可 证 明 的 命题 部 有 短 证 明 ” 的 假说 一 样 ， 只 需要 简单 穷 举 ， 就 
能 发 现 “< 所 有 命题 均 可 在 集合 论 中 证 明 或 否定 ”的 假说 也 违反 了 丘 奇 定 

理 。 所 以 ， 世 上 存在 一 些 命题 ， 在 集合 论 中 既 无 法 证 明 ， 也 无 法 人 否定。 
1931 年 ， 当 哥 德 尔 证 明 这 个 定理 时 ， 在 集合 论 中 无 法 判定 的 命题 的 例 

子 都 是 为 了 证 明定 理 而 人 为 构造 的 。 直 到 20 世纪 60 FR, RE FE 
的 工作 才 证 明 ， 在 19 世纪 来 让 吉 奥 格 : 康 托 尔 一 筹 葛 展 的 古老 数学 问题 
一 一 “连续 统 假设 ? 束 是 这 样 一 个 无 法 判定 的 问题 。 


这 就 为 未 来 的 数学 提出 了 一 个 研究 方向 : 证 明 四 色 定 理 、 黑 尔 斯 定理 或 
其 他 什么 定理 不 存在 短 证 明 。 但 不 得 不 承认 ， 就 现在 而 言 ， 我 们 还 不 知 
道 该 从 哪里 下 手 。 


征服 新 领域 


如 果 有 人 币 望 仅 用 公理 和 演绎 规则 来 构造 阿 修 尔 和 哈 肯 的 证 明 ， 就 会 得 
到 一 个 几 千 万 页 的 证 明 。 但 如 果 采 用 公理 、 演 绎 规则 和 计算 规则 的 话 ， 
这 个 证 明 就 只 需要 几 十 页 。 正 是 由 于 存在 这 个 短 证 明 ， 阿 假 尔 和 哈 肯 才 
得 以 成 功 证 明 这 个 定理 。 丘 奇 定理 还 有 一 个 结论 : 采用 公理 、 演 绎 规则 
和 计算 规则 之 后 ， 还 是 会 有 一 些 命题 仅 拥 有 长 证 明 。 对 于 这 些 命题 ， 计 
算 规则 也 帮 不 上 忙 了 。 由 此 看 来 ， 证 明 命 题 的 难度 分 为 儿 个 等 级 : 


。 有 些 命题 有 短 的 公理 性 证 明 ; 
。 有 些 命题 没有 短 的 公理 性 证 明 ， 但 采用 计算 之 后 有 短 证 明 ; 











。 有 些 命题 丈 算 用 上 了 计算 ， 也 还 是 只 有 长 证 明 。 


直到 20 世纪 70 年 代 ， 所 有 数学 定理 都 属于 第 一 类 。 在 70 年 代 之 后 ， 
人 们 开始 探索 第 二 类 命题 ， 但 是 ， 用 上 计算 并 不 能 打开 第 三 类 命题 的 大 
门 。 如 今 看 来 ， 这 局 大 门 似乎 始终 紧 闭 看 ， 无 计 可 施 。 


不 过 ， 在 匆匆 得 出 慕 观 结论 之 前 ， 我 们 别 忘 了 ， 对 于 20 世纪 上 半 叶 的 
数学 家 来 说 ， 第 二 类 问题 的 大 门 也 曾 古 早 无 希望 地 紧 闭 着 呢 ! 
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古代 天 文学 家 一 直 都 是 用 肉眼 观察 星空 ， 直 到 17 世纪 初 伽利略 发 明了 
天 文 望 远 镜 一 一 或 者 用 一 些 人 的 话 来 说 ， 把 望远镜 指 癌 了 天 空 。 同 样 ， 
生物 学 家 也 曾 用 肉眼 观察 生物 ， 直 到 安东尼 : 范 : 列 文 虎 区 用 上 了 显 微 
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直到 20 世纪 70 年 代 ， 数 学 基本 上 仍 可 算是 唯一 一 种 不 使 用 任何 仪器 的 
科学 。 与 那些 在 实验 室 罕 着 白 大 袖 的 科学 同僚 们 不 同 ， 数 学 家 们 只 需要 
一 块 黑 板 、 一 文 粉笔 束 能 推动 科学 友 展 了 。 数 学 之 所 以 如 此 独特 ， 是 因 
为 数学 判断 是 分 析 性 的 ， 也 就 是 说 无 需 和 自然 有 任何 互动 ， 尤 其 是 不 需 
要 任何 测量 。 无 论 是 望 远 锁 、 显 人 微 镜 还 是 气 泡 室 ， 归 根 结 底 都 是 测量 工 
其， 或 者 说 是 我 们 感官 的 延伸 。 数 学 不 需要 这 样 的 工具 也 是 理所当然 。 


1976 年 ， 数 学 进入 了 工具 化 时 代 。 但 是 ， 数 学 家 们 使 用 的 工具 一 一 计 
算 机 并 不 能 延伸 我 们 的 感官 ， 而 是 拓展 了 我 们 的 思维 能 我 们 的 推 
理 能 力 ， 特 别 是 计算 能 力 。 


当 一 门 学 科 引 入 一 种 工具 时 ， 引 发 更 多 的 是 在 数量 上 的 变化 ， 而 不 是 在 
质量 上 。 用 望远镜 观察 木星 的 卫星 和 用 肉眼 观察 月 亮 差不多 。 不 难 想 

象 ， 有 人 视力 特别 好 ， 可 以 用 肉眼 看 到 木星 的 卫星 ， 就 像 看 月 腕 一 样 。 
同样 道理 ， 手 工 证 明 最 多 只 能 写 几 和 干 页 ， 而 计算 机 把 这 个 上 限 推荐 到 了 
上 百 万 页 。 然 而 ， 使 用 工具 确实 多 次 改变 了 科学 的 面 胆 。 比 如 ， 伽 利 略 
用 望远镜 观察 木星 的 卫星 ， 引 肥 了 天 文学 的 章 命 ， 因 为 他 发 现 这 些 卫星 
围绕 者 木星 运动 ， 有 力 驶 斥 了 所 有 天 体 痢 围绕 地 球 运动 的 观点 。 


同样 ， 工 具 的 使 用 也 开始 让 数学 发 生 改变 。 
数学 的 实验 结 


使 用 工具 可 以 融 来 新 的 数学 知识 一 一 这 个 事实 有 点 出 乎 意料 ， 但 也 说 
明 ， 数 学 判断 可 以 既是 后 天 的 ， 也 是 分 析 的 。 


在 用 计算 机 或 计算 器 做 计算 的 时 候 ， 我 们 使 用 了 一 个 真实 的 物体 (计算 

































































机 或 计算 器 ) ， 并 观察 它 。 我 们 需要 观察 结果 才能 建立 综合 判断 ， 比 如 
认定 地 球 有 一 颗 卫 星 。 


相反 ， 我 们 不 需要 任何 观察 驶 可 以 建立 分 析 判 断 〈 比 如 “2+2=4”) ， 更 
重要 的 是 ， 光 靠 观 察看 起 来 是 不 够 的 。 


我 们 怎么 通过 实验 来 证 实 “2+2=4” 呢 ”让 我 们 想象 一 个 用 鞋 盒子 和 几 个 
乒乓 球 做 成 的 简单 计算 器 吧 。 用 这 个 计算 需 来 计算 数 m 和 数 P 相 加 时 ， 
首先 要 把 n 个 乒乓 球 放 进 鞋 会 ， 再 加 上 p FER, BEA HR TH 
有 几 个 球 。 比 如 ， 我 们 先 往 盒子 里 放 了 两 个 球 ， 然 后 又 放 了 两 个 球 ; 之 
后 ， 数 数 盒子 里 面 有 几 个 球 ， 我 们 束 得 到 了 结果 : 4。 我 们 也 能 用 其 他 
的 办 法 ， 比 如 算盘 或 是 阵 手 指 。 


这 个 实验 足以 证 明 命 题 2+2=4 吗 ? 严 格 来 讲 ， 不 能 。“ 二 加 二 等 于 四 ”* 意 
味 痢 如 果 将 2 个 物体 放 进 合子， 再 放 进 2 个 物体 ， 盒 子 里 就 会 有 4 个 物 
体 ， 而 这 与 物体 是 什么 、 盒 子 是 什么 形状 、 逮 度 如 何 或 气压 如 何 坚 无 关 
系 。 如 果 这 样 证 明 的 话 ， 我 们 需要 把 乒乓 球 换 成 网 球 、 铁 砧 或 是 独 角 
兽 ， 并 无 限 次 地 重复 这 个 实验 。 


不 过 ， 这 个 实验 得 出 的 结论 似乎 不 只 是 “此 时 此 地 在 盒子 里 面 有 4 个 乒 
乓 球 盖 这 是 一 个 综合 判断 ， 而 且 还 有 “2+2=4”， 也 就 是 说 ， 无 论 在 什 
么 地 方 ， 只 要 在 盒子 里 先 放 2 个 物体 、 再 放 2 个 物体 ， 最 后 就 会 有 4 个 
T Et 
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为 了 从 这 个 实验 中 得 出 2+2=4， 看 起 来 我 们 必须 通过 茶 种 推理 ， 证 明 如 
果 在 一 个 特例 中 ， 我 们 在 盒子 里 移 放 2 个 物体 、 再 放 2 个 物体 、 得 到 4 
个 物体 ， 那 么 在 所 有 其 他 的 情况 下 也 会 得 出 同样 的 结果 。 这 就 是 说 ， 如 
果 我 们 在 火星 上 做 这 个 实验 ， 并 把 乒乓 球 换 成 网 球 ， 结 果 也 是 一 样 的 。 


一 种 推理 方法 是 证 明 2+2 是 一 个 自然数， 也 就 是 说 它 要 么 是 0， 要么 是 
1， 要 么 是 2， 要 么 是 3， 要 么 是 4， 要 么 是 5...... 就 算 我 们 做 的 实验 无 
法 直接 推导 出 2+2=4， 似 乎 它 也 足以 否定 2+2 等 于 0、1、2、3、5、 
6...... 9) 242 E—-T EAR, 而 这 个 数 隐 不 是 0 HAZE 1, 2, 3 
5、6...... 那 似乎 就 可 以 推导 出 这 个 数 是 4。 这 样 一 来 ， 从 实验 中 推 叶 出 
分 析 判 断 貌 似 是 可 能 的 。 


通过 实验 来 证 实 2+2=4， 这 是 一 个 后 天 分 析 判 断 。 四 色 定 理 和 黑 尔 斯 定 












































理 也 是 后 天 分 析 判 断 。 
把 风 洞 当 作 模 拟 计 算 机 


人 们 意识 到 后 天 分 析 判 断 的 存在 之 后 ， 却 发 现 自 己 使 用 它 已 经 很 人 了 。 
它 会 让 我 们 想 要 去 重新 审视 自然 科学 中 进行 的 诸多 “实验 ”， 比 如 空气 动 
力学 中 用 到 的 风 洞 。 


要 解释 后 天 分 析 判 断 是 怎么 回 事 ， 我 们 先 来 简单 谈 一 下 上 自然 科学 实验 
吧 。 提 出 假设 是 实验 工作 的 基础 。 我 们 可 以 像 哥 白 尼 或 伽利略 那样 ， 提 
出 行星 围绕 太阳 运转 的 轨迹 是 圆 形 的 假设 ， 或 者 像 开 普 勒 那样 认为 轨迹 
古 椭圆 形 ， 我 们 其 至 还 可 以 提出 轨迹 是 正方 形 或 三 角形 这 样 更 为 离奇 的 
假设 一 一 无 论 什么 样 的 假设 都 可 以 提出 来 。 


能 够 直接 通过 一 次 实验 或 观察 来 验证 假设 的 情况 并 不 多 。 相 反 ， 天 文学 
之 所 以 成 为 一 门 科学 ， 是 因为 我 们 可 以 根据 这 些 假设 来 做 出 预测 。 如 果 
你 假设 行星 按照 圆 形 或 椭圆 形 轨迹 运动 ， 那 么 ， 把 望远镜 在 某 个 日 期 指 
问 天 空中 的 茶 个 点 ， 你 就 应 当 能 够 或 者 不 能 看 到 一 个 腕 点 。 预 调 给 假设 
提出 了 考验 : 如果 预 测 没 有 实现 ， 假 设 一 一 更 准确 来 说 ， 至 少 是 做 出 预 
汕 时 用 到 的 那 部 分 假设 一 一 就 被 否定 了 。 比 如 ， 第 谷 . 布 拉 赫 的 观 穴 以 

及 后 来 开 普 勒 在 此 基础 上 的 研究 ， 束 否定 了 行星 按 圆 形 轨 迹 运 动 的 假 


设 。 




















可 验证 的 预测 能 够 破除 一 些 假设 ， 并 证 实 男 一 些 假设 。 这 就 将 自然 科学 
和 对 自然 的 思辨 ! 区 分 开 来 。 如 果 一 套 关 于 自然 的 理论 不 能 做 出 可 观察 
的 预测 ， 那 它 就 只 能 是 一 种 思辩 而已， 这 样 的 理论 没有 理由 “高 人 一 
等 ?>。 人 们 经 常 争论 这 样 或 那样 的 心理 学 理论 到 底 是 科学 还 是 思辨 ， 归 
根 结 底 ， 分 监 就 是 科学 理论 是 否 应 当 能 够 做 出 可 以 验证 的 预测 。 


"哲学 意义 上 的 “思辨 " 指 的 是 运用 逻辑 推导 进行 的 纯 理 论 、 纯 概念 的 思考 。 一 一 译 者 注 



































如 果 我 们 通过 实验 来 检验 一 个 假设 ， 就 会 肥 现 自己 号 处 矛盾 之 中 : 我 们 
其 实 己 经 知道 理论 预测 的 结 末了 ;， 但 要 是 我 们 不 知道 结 末 ， 吏 谈 不 上 证 
明 假 设 ， 那 实验 就 “ 坚 无 意义 >" 了。 


不 过 ， 如 采 是 在 风 洞 上 做 实验 的 话 ， 比 如 测量 机 翼 附 近 空 气 的 流速 ， 那 
么 我 们 并 没有 理论 预测 的 结果 ， 而 这 次 恰恰 是 因为 不 知道 结果 才 要 做 实 
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的 形状 ， 然 后 测定 理论 预测 的 结果 ， 再 将 之 和 实验 结果 相 比 较 。 因 此 ， 
风 洞 实验 并 不 是 目 然 科学 意义 下 的 “实验 ”。 


做 实验 不 是 为 了 证 明 流体 力学 定律 ， 那 义 是 为 了 什么 呢 ? 完 全 是 为 了 了 
解 飞 机 附近 的 空气 流速 。 于 是 ， 我 们 可 以 大 胆 假设 ， 做 这 样 的 实验 时 ， 
无 非 是 为 了 得 到 直接 测量 的 结果 ， 而 不 必 去 对 比 什么 理论 。 这 个 假设 虽 
然 有 时 能 够 成 立 ， 但 通常 不 太 让 人 满意 。 因 为 这 个 假设 音 味 着 ， 我 们 必 
须 在 实际 条 件 下 对 机 喷 做 实验 ， 而 这 并 不 多 见 。 一 般 来 说 ， 按 照 实际 尺 
二 生产 机 愤 太 过 昂 贯 ， 实 验 用 的 是 比例 模型 。 


按 比 例 缩减 厂 寸 还 有 更 为 怀 人 的 用 武之 地 ， 比 如 在 实验 台 上 观测 炊 兰 流 
下 火山 山坡 时 的 流速 。 为 了 适应 火山 尺寸 的 变化 ， 人 们 会 用 粘性 小 一 些 
的 液体 来 模拟 熔岩 。 这 样 一 来 ， 实 验 的 结果 必须 通过 理论 来 解 谈 。 比 
如 ， 如 果 火 山 的 尺寸 被 缩 小 到 千 分 之 一 ， 隐 需要 一 套 理 论 才能 知道 ， 用 
来 模拟 炊 央 的 液体 粘性 是 应 该 高 出 燃 岩 一 和 干 倍 、 低 到 千 分 之 一 ， 还 是 低 
到 百 万 分 之 一 。 


此 类 实验 到 底 扮 演 何 种 角色 ? 男 一 种 解释 似乎 更 让 人 满意 些 。 开 始 时 ， 
RNA -BRR AE) 和 一 个 问题 (该 机 如 周 围 的 空气 流速 是 多 
少 ) 。 出 于 现实 原因 ， 实 验 无 法 在 实际 环境 下 完成 。 于 是 我 们 试图 用 理 
论 来 解决 它 。 理 论 可 以 将 这 个 问题 重新 表述 为 一 个 数学 问题 ， 但 要 手工 
解决 这 个 数学 问题 还 是 太 难 了。 于 十， 我 们 再 用 一 次 理论 ， 设 计 一 个 系 
统 模 型 ， 也 就 是 力 一 僚 物 理 系 统 ， 而 这 套 新 系统 的 数学 形式 化 表达 和 原 
问题 相同 或 相近 。 利 用 模型 做 的 实验 就 可 得 到 这 个 数学 问题 的 解 ， 从 而 
得 到 原始 问题 的 解 。 


实验 所 用 的 这 个 模型 实际 上 融 是 一 个 用 来 求解 数学 问题 的 机 器 。 这 个 问 
题 常常 可 以 通过 计算 来 解决 ， 但 手工 计算 太 过 烦琐 。 既 然 目 标 就 是 做 计 
算 ， 那 么 在 很 多 情况 下 ， 由 计算 机 “模拟 ”来 代 丛 风 洞 “实验 ”就 不 足 为 奇 
了 。 相 反 ， 第 谷 : 布 拉 攻 所 做 的 关于 行星 位 置 的 实验 和 测量 永远 都 无 法 
用 计算 机 计算 来 代 奉 ， 因 为 送 坚 工作 的 首要 目的 是 收集 天 于 日 然 的 信 























束 像 计算 机 所 做 的 计算 一 样 ， 风 洞 实 验 也 可 以 建 并 后 天 分 析 判 断 
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构造 工具 所 需 的 知识 


我 们 在 第 12 间 中 己 经 看 到 ， 在 数学 工作 中 ， 比 如 在 四 色 定 理 和 黑 尔 斯 
定理 的 证 明 中 使 用 工具 ， 引 发 了 人 们 对 结果 可 信 度 的 怀疑 。 质 疑 还 不 目 
于 此 : 这 些 判断 是 后 天 分 析 判 断 的 事实 ， 又 引发 了 另 一 个 更 为 抽象 的 质 
疑 。 


数学 创造 的 知识 与 自然 科学 构造 的 知识 之 间 有 一 个 重要 的 区 别 。 在 数学 
里 ,一旦 一 个 定理 得 到 了 证 明 ， 那 它 就 永远 有 效 。 比 如 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 
派 在 2500 年 前 证 明了 一 个 平方 数 不 可 能 是 另 一 个 平方 数 的 两 倍 ， 这 个 
证 明 直 到 永远 都 是 成 立 的 。 


相反 ， 在 自然 科学 中 ， 我 们 不 是 通过 证 明 来 构造 知识 ， 而 是 先 提 出 假 
设 ， 下 否定 那些 预测 与 实际 不 符 的 假设 ， 而 保留 其 他 假设 。 保 留 下 来 的 
假设 也 只 是 暂时 取得 了 胜利 ， 因 为 它们 随时 可 能 被 新 的 实验 否定。 所 
以 ， 目 然 科 学 的 知识 从 本 质 上 来 说 都 是 一 些 猜 测 。 这 就 是 为 什么 有 些 目 
然 科 学 理论 最 终 遭 到 淘汰 ， 比 如 托 勒 密 的 天 文学 和 中 世纪 的 “冲力 

说 "一 一 用 弹弓 发 射 石 子 ， 石 子 之 所 以 在 不 受 弹 吕 作 用 后 还 能 继续 运 
A, rel AE FESS FIN SHES TEA THD”; 还 有 一 些 自然 科学 理论 
则 经 过 了 修正 ， 比 如 牛顿 力学 。 


这 样 一 来 ， 既 然 我 们 在 数学 中 使 用 了 工具 ， 那 么 就 是 将 数学 知识 建立 在 
自然 知识 之 上 ， 也 就 是 将 分 析 知 识 建 立 在 综合 知识 之 上 。 这 样 的 知识 是 
不 是 和 那些 仅 依 赖 证 明 的 知识 ， 比 如 一 个 平方 数 不 可 能 是 另 一 个 平方 数 
的 两 倍 一 样 可 靠 呢 ? 


我 们 来 举 个 例子 吧 。 为 了 用 计算 圳 计算 乘法 ， 首 先 需 要 把 这 个 计算 器 制 
造 出 来 。 那 么 就 得 制造 一 些 半 导体 和 三 极 管 ， 而 它们 的 机 理 是 用 量子 力 
学 来 描述 的 。 和 心算 乘法 或 者 在 纸 上 手 算 乘法 不 同 ， 在 用 这 个 计算 堪 计 
算 乘法 时 ， 其 结果 的 正确 性 取决 于 量子 力学 的 正确 性 。 而 量子 力学 和 所 
有 目 然 科 学 理论 一 样 ， 都 可 能 有 朝 一 日 被 推翻 。 将 数学 知识 建立 在 这 些 
可 能 被 修改 的 知识 之 上 ， 到 底 有 没有 意义 呢 ? 


特别 是 ， 如 果 我 们 心算 乘法 和 用 计算 需 得 到 的 结果 不 同 ， 我 们 更 倾 癌 于 
认为 目 己 计算 时 出 了 错 ， 而 不 是 去 否定 量子 力学 。 在 这 种 情况 下 ， 怀 疑 
计算 堪 算 错 了 ， 就 像 在 纸 上 手 算 乘法 时 怀疑 钢笔 的 墨水 发 生 了 心灵 感 
应 ， 而 有 些 数字 会 上 自行 消失 一 样 苑 诞 。 









































有 意思 的 是 ， 虽 然 使 用 工具 本 应 让 结果 变 得 不 那么 可 靠 ， 但 我 们 却 已 经 
看 到 ， 人 们 使 用 形式 计算 程序 和 证 明 验 证 程序 发 现 了 德 劳 奈 或 牛顿 计算 
中 的 小 错误 。“ 分 析 ” 似 乎 意味 着 使 用 工具 有 可 能 会 引入 错误 ， 然 而 事实 
却 证 明 它 改 正 了 错误 。 这 个 悖 论 要 怎么 解释 呢 ? 


在 这 个 悖 论 的 源头 ， 我 们 似乎 想 都 没 想 就 做 出 了 一 个 假设 : 和 利用 工具 
完成 的 计算 不 同 ， 我 们 在 头脑 中 进行 的 计算 不 可 能 出 错 ， 因 为 它 仅 仅 用 
到 了 一 种 资源 一 一 我 们 如 此 完美 的 思维 能 力 。 我 们 会 怀疑 自己 的 感官 
一 一 这 当然 非常 合理 ， 感 官 可 能 出 现 筷 沉 一 一 以 及 基于 这 些 观察 匆匆 做 
出 的 结论 ， 而 这 些 结论 很 可 能 锐 新 的 观察 结 末 推 番 。 然 而 ， 哲 学 的 传统 
古 将 我 们 自己 的 思维 能 力作 为 所 有 哲学 思考 的 源 果 ， 因 为 忠 维 能 力 的 存 
在 是 唯一 无 可 怀疑 的 事 。 这 就 导致 我 们 对 自己 的 轧 维 能 力 过 度 自 信 ， 而 
它 和 感官 一 样 可 能 出 错 ， 特 别 是 可 能 计算 出 错 。 


所 以 ， 数 学 进入 工具 时 代 ， 并 不 古 让 我 们 盲目 信任 使 用 的 工具 ， 而 是 让 
我 们 谨 愤 看 得 自己 有 时 过 上 度 的 自信 一 一 我 们 一 样 可 能 出 错 。 


TAILS AN EI 


这 一 草 讲 的 是 在 数学 中 使 用 工具 。 如 果 不 来 谈 一 谈 工 具 如 何 改变 了 数学 
工作 的 组 织 形 式 ， 那 这 一 章 融 不 算 完满 。 就 此 而 言 ， 丘 奇 定 理 一 一 在 其 
他 科学 工具 中 都 找 不 到 它 的 对 应 一 一 似乎 让 数学 经 历 了 与 其 他 目 然 科学 
都 不 同 的 改变 。 
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还 有 气泡 室 。 谁 制造 了 这 些 工 具 呢 ?基本 上 是 需要 用 到 它们 的 科学 家 。 
当然 ， 科 学 家 们 并 不 是 在 一 个 死 马 上 与 世 隔 绝地 造 出 这 些 工 具 ， 需 要 用 
到 螺丝 的 时 候 ， 他 们 也 会 去 买 。 同 样 ， 单 简 、 双 简 、 天 文 望远镜 中 用 到 
的 透镜 具有 相似 的 生产 流程 ， 为 了 制造 天 文 望远镜 ， 天 文学 家 有 时 会 从 
制造 航海 望远镜 或 剧场 望远镜 的 作坊 里 买 透镜 。 科 学 工具 的 生产 并 没有 
和 工业 生产 隔绝 ， 但 总 体 而 言 ， 科 学 家 们 用 到 的 工具 非常 特殊 。 他 们 有 
时 别 无 他 法 ， 只 能 自己 动手 ， 并 且 经 常 制造 出 独一无二 的 一 件 工具 ， 所 
以 这 些 工 具 基 本 上 都 是 作坊 出 品 。 如 果 你 到 物理 或 生物 实验 室 去 看 看 ， 
就 会 看 到 一 些 在 其 他 地 方 从 没有 见 过 的 东西 。 


可 以 想见 ， 数 学 家 使 用 的 工具 也 不 例外 ， 在 信息 时 代 刚 开始 时 正 是 如 
此 。 最 早 的 计算 机 是 由 图 录 、 冯 : 诡 依 曼 等 人 制造 的 ， 这 些 数学 家 各 上 自 
























































制造 了 唯一 一 件 样品 ， 你 在 其 他 地 方 看 不 到 类 似 的 东西 。 然 而 ， 如 果 你 
现在 走 进 数 学 或 计算 机 实验 室 ， 你 看 到 的 计算 机 和 其 他 随便 什么 办 公 室 
ere Care ee eae 
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数学 家 们 竟然 使 用 普通 工具 ， 这 一 事实 可 以 部 分 用 丘 奇 定 理 来 解释 。 我 
们 已 经 看 到 ， 根 据 丘 奇 定理 ， 人 类 或 机 喜 所 能 完成 的 所 有 运算 都 可 以 用 
一 组 计算 规则 来 表达 ， 从 而 用 商用 计算 机 来 完成 。 计 算 机 就 是 一 种 能 够 
执行 所 有 算法 的 遂 用 机 右 。 这 就 解释 了 我 们 为 什么 能 用 同一 台 计 算 机 来 
写 信 、 男 画 、 创 作 首 乐 、 算 账 .…... 以 及 进行 数学 计算 。 


不 过 这 种 解释 并 不 完整 。 就 算计 算 机 是 通用 的 ， 还 是 可 能 存在 不 同类 型 

的 计算 机 ， 做 不 同 计算 的 速度 也 会 有 所 差异 。 如 果 是 这 样 的 话 ， 那 就 会 

有 不 同 的 计算 机 来 专门 用 于 写 信 、 男 画 、 创 作 首 乐 .….…. 直到 20 世纪 70 

年 代 末 ， 为 了 更 快 地 进行 菜 些 类 型 计算 (特别 是 符号 计算 ， 即 函数 表达 

à 
存在 。 


这 项 工作 了 最 终 和 被 废止 了 了， 原因 在 于 ， 这 种 计算 机 是 由 实验 室 中 就 像 手 工 
作坊 一 样 的 小 团队 生产 的 ， 而 商用 计算 机 则 是 由 成 干 上 万 的 人 组 成 的 团 
队 ， 在 工厂 中 用 工业 化 方式 生产 的 。 如 果实 验 室 生产 的 计算 机 能 够 将 符 
SUSE ra ARTE 20%， 等 到 它 造 出 来 的 时 候 ， 丙 用 计算 机 早已 更 
新 换代 ， 能 够 将 任何 计算 所 需 的 时 间 缩 短 50% Yo “作坊 制 造 * 的 计算 
机 还 没 来 得 及 露面 ， 台 已 经 被 淘汰 了 。 


如 果 一 种 物品 的 设计 成 本 很 高 ， 但 单位 生产 成 本 却 很 低 ， 那 么 哪 介 产品 
不 是 最 优化 的 ， 大 规模 生产 也 比 个 别 定制 更 为 划算 。 能 让 上 亿 潜 在 用 户 
掏 钱 购买 ， 这 样 的 研发 动力 可 比 一 人 小报 专 家 的 科研 需求 要 强 得 多 了 。 


当今 世界 上 有 很 多 此 类 产品 。 手 机 一 度 只 有 富 人 才 享 受 得 起 ， 但 那 时 它 
还 十 分 原始 。 随 着 手机 的 普及 ， 产 品 逐 渐 完 善 ， 网 络 也 发 展 起 来 。 如 今 
的 手机 拉 术 比 它 还 是 少数 人 的 睹 侈 品 时 要 成 熟 得 多 。 如 果 有 哪个 百 万 是 
俩 想 专 为 自己 设计 一 台 手 机 和 配套 的 网 络 ， 就 算 他 家 财 万 员 ， 最 后 得 到 
的 系统 性 能 也 比 不 上 大 家 通用 的 手机 和 网 络 。 就 像 制药 和 航空 一 样 ， 电 
讯 系 统 也 不 再 是 奢侈 品 。 


同样 道理 ， 计 算 机 的 普及 让 数学 家 们 满足 于 使 用 大 众 计算 机 来 完成 他 们 
9 计算 。 






































这 是 科学 研究 中 使 用 工具 的 一 种 全 新 方式 。 在 科学 工具 非常 特殊 、 只 能 
个 别 生 产 的 年 代 里 ， 科 学 活动 受 工业 活动 的 影响 有 限 : 制造 蒸汽 机 要 用 
到 热力 学 ， 但 推进 热力 学 研究 的 发 展 却 不 一 定 要 用 到 蒸汽 机 。 这 样 的 日 
子 一 去 不 复 返 了 。 





14st 公理 的 终结 ? 


在 20 世纪 70 年 代 ,“ 证 明 不 单 由 公理 和 演绎 规则 构建 ， 还 包含 计算 规 
则 ?的 思想 同时 出 现在 数学 和 计算 机 科学 的 几 个 新 领域 中 一 一 马丁 - 洛 夫 
的 类 型 论 、 目 动 化 证 明和 证 明 检 验 程 序 ， 以 及 应 用 数学 领域 ， 特 别 是 四 
色 定 理 的 证 明 中 。 和 大 多 数 情况 一 样 ， 这 种 新 思想 并 不 是 一 上 来 就 这 么 
共有 普 抽 性、 这 人 么 简洁 的 ， 因 为 在 刚 出 现时 ， 和 它 和 各 种 特定 的 语 境 混杂 
在 了 一 起 : 马丁 - 洛 夫 类 型 论 的 专家 把 它 视 为 定义 理论 的 延伸 ， 目 动 化 
证 明 程序 的 设计 者 把 它 当 作 提 高 自动 化 证 明 方法 效率 的 工具 ， 证 明 验 证 
程序 的 设计 者 将 其 看 成 跳 过 证 明 中 简单 小 步骤 的 手段 ， 而 应 用 数学 家 则 
视 其 为 利用 计算 机 证 明 新 定理 的 方法 。 


一 种 新 思想 出 现 几 年 后 ， 人 们 很 目 然 地 会 思考 它 的 意义 ， 思 考 是 否 能 将 
其 放 在 尽 可 能 大 的 框架 下 来 表达 。 正 是 这 样 的 思考 ， 让 我 在 20 世纪 90 
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谓词 逻辑 下 重新 表达 了 ?证 明 不 单 由 公理 和 演绎 规则 构建 ， 还 包含 计算 
规则 ”这 一 思想 。 我 们 定义 了 谓词 逻辑 的 一 种 扩充 ， 称 为 “演绎 

模 ”(deduction modulo) 理论 。 它 和 谓词 逻辑 十 分 类 似 ， 只 有 一 点 不 
E: 在 这 一 扩充 中 ， 证 明 是 用 前 面 所 说 的 三 种 要 素 构 建 的 。 


让 这 一 思想 回归 本 源 ， 抛 开 复杂 的 类 型 论 或 自动 化 证 明 框 架 ， 在 纯朴 的 
谓词 逻辑 中 ， 我 们 就 可 以 进行 统一 和 分 类 的 工作 。 我 们 最 初 的 目标 是 统 
一 各 种 自动 化 证 明 方法 ， 特 别 是 普罗 特 金 和 于 埃 的 方法 (参见 第 10 
F) 。 我 们 随后 义 和 维 尔 纳 一 起 ， 统 一 了 各 种 切 消 理 论 ， 尤 其 是 根 窒 和 
吉 拉 尔 的 理论 (参见 第 8 章 ) 。 事 后 我 们 又 发 现 ， 类 型 论 人 存在 各 种 变 
形 ， 仅 仅 是 因为 其 允许 的 计算 规则 有 上 所 不 同 而 已 。 


在 这 些 党 试 中 ， 有 一 点 最 让 人 尺 讶 一 一 硕 尔 伯 特 那 被 丘 奇 定理 判 了 死刑 
的 工作 ， 竟 然 部 分 复活 了 : 加 上 计算 规则 之 后 ， 我 们 在 茶 些 情 况 下 可 以 
不 用 公理 。 比 如 ， 表 达 式 0+z 通 过 一 个 计算 变 成 了 x， 这 一 事实 让 我 
们 绕 开 了 0+z= 工 的 公理 。 正 如 丘 奇 指出 的 ， 利 用 5 归 约 规则 就 可 以 
WEFT 9 转换 公理 。 


我 们 吃惊 地 发 现 ， 许 多 公理 都 可 以 用 计算 规则 代 蔡 。 这 让 我 们 隐约 看 到 
一 种 狐 研究 计划 的 旱 光 : 在 谓词 人 逻辑 中 ， 证 明 由 公理 和 演绎 规则 构成 ; 























在 演绎 模 中 ， 证 明 则 由 公理 、 演 绎 规则 和 计算 规则 构成 。 为 什么 不 能 
进一步 ， 去 掉 公 理 ， 仅 仅 用 演绎 规则 和 计算 规则 来 构造 证 明 呢 ? 


在 自动 化 证 明 乃 至 切 消 理论 中 ， 公 理 的 存在 是 许多 困难 的 根源 。 公 理 已 
经 “污染 "了 目 希 尔 伯 特 以 来 的 数学 一 一 如 果 不 是 从 目 欧 儿 里 得 时 代 算 起 
的 话 ! 这 让 我 们 梦想 看 一 种 新 的 逻辑 : 证 明 由 演绎 规则 和 计算 规则 构 

成 ， 不 用 公理 。 和 布尔 伯 特 希望 将 人 们 从 公理 和 演绎 规则 中 解放 出 来 ， 但 
这 个 目标 太 大 ， 最 终 失 败 了 。 然 而 ， 如 果 能 够 摆脱 公理 而 保留 演绎 规 

则 ， 那 也 算是 一 个 重大 进步 了 。 


是 否 有 那么 一 天 ， 计 算 能 让 我 们 择 脱 公理 的 束 缠 ? 还 是 说 ， 就 算 有 了 计 
算 ， 我 们 仍然 必须 在 数学 大 厦 中 给 公理 留 有 一 席 之 地 呢 ? 








结语 旅程 的 尾声 


这 场 数 学 之 旅 迎 来 了 尾声 ， 让 我 们 来 回顾 一 下 过 到 过 的 那些 尚未 解决 的 
问题 ， 也 许 它们 能 够 为 未 来 的 数学 研究 勾画 一 幅 监 图 。 


我 们 已 经 看 到 ， 可 计算 性 理论 证 明了 在 任何 理论 中 都 存在 仅 有 长 证 明 的 
短命 题 。 但 迄今 为 止 ， 根 据 这 一 理论 提出 的 例子 都 是 人 为 设计 的 一 一 我 
们 所 知 的 方法 还 太 过 原始 ， 无 法 证 明 那 些 真正 的 数学 命题 没有 短 证 明 ， 
比如 四 色 定 理 、 黑 尔 斯 定理 等 。 为 此 ， 我 们 需要 发 明 一 些 新 的 方法 。 此 
外 ， 如 果 能 够 确认 某 个 定理 没有 公理 化 短 证 明 ， 那 么 ， 关 于 证 明 与 解释 
的 哲学 争论 就 可 以 见 分 晓 了 。 


迄今 未 能 回答 的 第 二 个 问题 ， 是 在 数学 中 完全 抛弃 公理 的 可 能 性 。 如 宁 
将 公理 与 计算 规则 相 比 较 ， 公 理 看 起 来 像 是 静物 一 一 它 束 在 那里 ， 真 实 
而 不 变 ， 相 反 ， 计 算 规 则 十 分 好 动 ， 比 如 把 证 明 缩 短 、 做 新 的 证 明 ..…… 
特别 是 有 了 “合流 ”的 概念 后 ， 计 算 规 则 之 间 还 有 相互 作用 。 正 因 如 此 ， 
每 次 我 们 成 功 地 将 公理 七 换 为 计算 规则 时 ， 都 觉得 欢天喜地 。 然 而 ， 我 
们 的 愿望 并 不 总 能 实现 。 在 某 些 情况 下 ， 我 们 可 能 必须 留 下 人 公理。 到底 
征 哪些 情况 呢 ? 还 有 竺 发现 。 


我 们 在 前 面 提 到 ， 丘 奇 定 理解 释 了 为 什么 数学 在 上 自然 科 学 中 起 着 不 可 理 
喻 的 巨大 作用 。 然 而 ， 丘 奇 定 理 只 给 出 了 部 分 原因 ， 解 释 并 不 完全 。 比 
如 ， 虽 然 它 看 似 解释 了 重力 为 什么 是 一 个 可 以 数学 化 的 现象 ， 但 仍 没有 
解释 粒子 物理 学 中 神秘 的 对 称 性 。 丘 奇 定理 能 够 或 不 能 解释 的 东西 都 有 
什么 样 的 特征 呢 ? 


自 20 世纪 70 年 代 证 明 四 色 定 理 以 来 ， 特 别 是 在 过 去 十 年 中 ， 强 烈 依赖 
计算 的 证 明 大 量 涌现 之 后 ， 我 们 注意 到 ， 工 具 的 使 用 突破 了 粉笔 和 黑板 
给 证 明 长 度 造成 的 限制 。 没 人 知道 ， 在 数学 未 决 问 题 的 浩瀚 海洋 中 ， 哪 
些 问题 能 够 依靠 这 些 新 工具 攻 死 ， 哪 些 可 以 用 传统 技术 来 解决 。 励 其 ， 
计算 机 未 必 会 为 所 有 数学 分 文中 都 带 来 同样 多 的 新 结果 ， 有 些 领域 可 能 
对 计算 有 更 大 的 需求 。 到 撒 是 哪些 领域 呢 ? 


由 计算 机 构造 的 证 明 ， 其 正确 性 或 许 只 能 用 证 明 验 证 程序 来 确认 。 证 明 
验证 程序 领域 的 发 展 可 谓 日 新 月 异 ， 很 可 能 在 几 年 之 内 惑 能 给 出 黑 尔 斯 




















定理 的 完整 证 明 。'! 是 否 会 有 那么 一 天 ， 每 个 数学 家 一 一 无 论 是 不 是 专 
于 此 道 ， 都 能 使 用 这 样 的 程序 呢 ? 


1 如 第 167 页 脚注 所 述 ， 这 一 工作 已 经 完成 。 一 一 译 者 注 








最 后 一 个 问题 ， 计 算 的 回归 会 对 数学 写作 造成 什么 影响 呢 ? 现在 的 物理 
书记 述 了 读者 可 以 或 多 或 少 重 现 的 实验 ， 同 样 ， 未 来 的 数学 书 或 许 也 会 
提 到 借助 机 器 完成 的 计算 ， 该 者 如 果 想 要 确认 计算 是 不 是 正确 的 ， 就 可 
以 用 自己 的 计算 机 重 做 。 未 来 的 读者 如 果 在 历史 书 中 读 到 ， 下 到 20 世 纪 
末 ， 数 学 家 还 都 不 用 机 右 ， 而 是 完全 徘 手 工 解决 了 所 有 的 问题 ， 说 不 定 
还 会 大 吃 一 惊 呢 。 


fr (A ti oP 


以 下 人 物 介绍 仅 限 于 与 本 书 主题 相关 者 ， 对 于 所 述 人 物 而 言 ， 介 绍 
内 容 可 能 仅 是 其 次 要 工作 。 人 物 按 照 姓 氏 拼 音 顺 序 排 列 。 


阿 基 米 德 (Archimedes， 公 元 前 287 一 公元 前 212) 确定 了 抛物 线形 的 
面积 并 得 出 了 圆周 率 的 近似 值 。 


阿 那 克 西 曼 德 (Anaximandre of Miletus， 约 公元 前 610 — 约 公元 前 
546) 被 认为 是 首 个 使 用 “无 限 ” 概 念 的 人 ， 由 此 衍生 出 我 们 所 使 用 的 “ 空 
la)” AUER EAE o 


凯 尼 斯 : 阿 佩 尔 (Kenneth Appel, 1932 一 2013) 与 哈 肯 一 起 证 明了 四 色 
定理 。 


雅克 . 埃 尔 布朗 (Jacques Herbrand, 1908 一 1931) 与 哥 德 尔 一 起 给 出 了 
可 计算 性 概念 的 定义 ， 即 埃 尔 布朗 - 哥 德 尔 方程 组 。 埃 尔 布朗 定理 引出 
了 根 压 的 切 消 定 理 ， 也 为 罗宾逊 的 合 一 算法 黄 定 了 基础 。 


彼得 .安德鲁 斯 (Peter Andrews, 1937— ) 提出 将 B 转 换 公 理 包 含 在 
合 一 算法 中 ， 以 便 为 丘 奇 类 型 论 构造 出 一 种 寻找 证 明 的 方法 。 

约翰 : 巴 罗 (John Barrow, 1952— ) 隐约 发 现 了 丘 奇 论题 与 自然 科学 
中 的 数学 有 效 性 之 间 的 联系 。 

柏拉图 (Plato， 约 公元 前 427 一 约 公 元 前 347) 强调 意识 不 借助 外 部 援 
助 而 获得 有 关上 自然 的 知识 的 能 力 。 

彼得 .本 迪克 斯 (Peter Bendix, 1946 — 2007) 与 高 德 纳 一 起 提出 了 一 种 
将 一 组 上 = 形式 的 公理 转化 为 一 组 合流 计算 规则 的 方法 。 


毕 达 哥 拉 斯 〈Pythagoras， 约 公元 前 580 一 约 公元 前 490) 被 认为 是 算 
术 的 芮 基 人 。 其 一 名 弟子 证 明了 一 个 平方 数 不 可 能 是 另 一 个 平方 数 的 两 


倍 。 


罗伯特 : 博 伊 尔 (Robert Boyer, 1946— ) 与 摩尔 一 起 发 明了 ACL A 











统 。 它 建立 在 数学 形式 化 的 基础 上 ， 包 含 编程 语言 以 及 子 语言 。 


尼 古 拉 : 布 尔 巴 基 (Nicolas Bourbaki) 是 一 群 数学 家 共同 使 用 的 笔名 ， 
布尔 巴 基 社 团 成 立 于 1935 年 ， 他 们 撰写 了 一 套 重要 的 数学 著作 ， 其 中 
了 函数 记 法 (如 zr 局 工 xz) ， 表 示 将 一 个 数 映射 为 其 平方 的 函 
第 谷 . 布 拉 赫 (Tycho Brahe, 1546 一 1601) 以 前 所 未 有 的 精度 测量 行星 
的 位 置 。 开 普 勒 也 利用 了 这 些 测量 结果 。 


塞 萨 尔 . 布 拉 利 - 福 尔 带 〈Cesare Burali-Forti，1861 — 1931) 提出 了 一 个 
WEHA T HEEE. 


PEARL SOR RR -AT/R (Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 1881 
一 1966) 是 构造 主义 的 创始 人 。 他 与 海 廷 和 柯 尔 英 哥 洛 夫 一 起 提出 了 
证 明 的 算法 解释 。 


恩 斯 特 : 策 梅 洛 (Ernst Zermelo，1871 一 1953) 提出 了 我 们 今天 还 在 使 
用 的 集合 论 公理 。 


理 查 德 : 戴 德 金 (Richard Dedekind, 1831 — 1916) 是 最 早 提出 整数 定义 
和 实数 定义 的 人 之 一 。 


Je a RATE soe EAS Al (Nicolaas Govert de Bruijn, 1918 — 2012) 
创造 了 第 一 个 证 明 验 证 系统 一 -Automath 系 统 。 他 与 柯 里 和 霍华德 一 起 
提出 用 和 演算 表达 证 明 ， 更 新 了 证 明 的 算法 解释 。 

HR B57 OC Charles-Eugéne Delaunay, 1816 一 1872) 研究 了 月 
球 的 运动 。 

让 : 迪 厄 多 内 (Jean Dieudonné, 1906 — 1992) ， 法 国 数学 家 ， 布 尔 巴 
基 学 派 的 代表 成 员 之 一 。 


WA- EJL (René Descartes, 1596 — 1650) 提出 用 数字 来 表示 点 的 位 
置 坐标 。 他 的 名 言 “ 我 思 故 我 在 ?是 先天 综合 判断 的 一 个 经 典 例子 
心智 可 以 独立 获得 关于 世界 的 知识 。 


EIK ZÆ (Gilles Dowek，1966 一 ) 与 基 什 内 尔 和 哈 尔 丹 共同 提 
出 了 演绎 模 和 一 种 自动 化 证 明 方 法 ， 大 干 现 有 方法 都 是 其 特例 。 他 与 维 


























尔 纳 一 起 证 明了 演绎 模 下 的 切 消 定 理 ， 寿 干 已 有 定理 部 是 其 特例 。 


大 卫 : 多 伊 奇 (David Deutsch, 1953— ) 强调 丘 奇 论题 的 物理 形式 表 
ae 然 的 某 些 属性 。 他 发 现 了 丘 奇 论题 与 自然 科学 中 数学 有 效 性 之 间 
ER Æ 


皮 埃 尔 . 德 . 费 马 (Pierre de Fermat, 1601 — 1665) 证 明了 费 马 小 定理 ， 
即 若 oa 为 自然 数 ，p 为 素数 ， 则 p 是 a? - a 的 约 数 。 他 还 提出 了 费 马 大 定 
时 猜想 ， 即 若 n 是 大 于 等 于 3 的 整数 ， 则 不 存在 正 整 数 x、y、z 使 得 

T” +y’ = 2", ZAT 1994 年 由 安德鲁 . 怀 尔 斯 证 明 。 


戈 特 洛 布 : 弗 雷 格 (Gottlob Frege，1848 一 1925) 创造 了 一 种 逻辑 ， 可 
看 作 是 谓词 逻辑 的 雏形 。 


伽利略 (Galileo, 1564 一 1642) 是 最 早 将 数学 用 于 物理 学 的 人 之 一 。 
他 认为 大 自然 就 是 用 数学 语言 写成 的 一 本 大 书 。 他 也 是 最 早 将 仪器 用 于 
天 文学 研究 的 人 之 一 。 基 于 这 两 点 ， 人 和 伽利略 被 视 为 现代 科学 (数学 化 和 
实验 化 ) 的 莫 基 人 。 他 首次 观察 到 了 木星 的 卫星 ， 由 此 驳斥 了 所 有 天 体 
都 围绕 地 球 旋转 的 观点 。 他 的 观点 与 哥 白 尼 类 似 ， 但 和 开 普 勒 不 同 ， 认 
为 行星 的 轨迹 是 圆 形 而 非 椭圆 形 。 


罗 宾 : 甘 迪 (Robin Gandy，1919 一 1995) 明确 提出 了 丘 奇 论题 的 物理 形 
式 ， 并 在 对 自然 的 某 些 假设 下 给 出 了 证 明 。 


高 德 纳 (Donald Knuth, 1938— ) 与 本 迪克 斯 一 起 提出 了 一 种 将 一 组 
i 二 形式 的 公理 转化 为 一 组 合流 计算 规则 的 方法 。 


卡尔 : 弗 里 德里 希 : 高 斯 (Carl Friedrich Gauss，1777 — 1855) 发 明了 一 
种 解 线 性 方程 组 的 算法 高 斯 消去 法 。 他 也 是 非 欧 几何 的 先驱 之 一 。 


尼 古 拉 : 哥 白 尼 (Nicolas Copernicus, 1473 一 1543) 认为 包括 地 球 在 内 
的 所 有 行星 都 围绕 太阳 旋转 (这 种 理论 在 古代 也 有 人 先例) ， 当 时 ， 这 违 
背 了 地 球 处 于 宇宙 的 中 心 而 稳定 不 动 的 主流 观点 。 在 哥 白 尼 的 理论 中 ， 

行星 的 轨迹 是 圆 形 而 非 椭 圆 形 。 


库 尔 特 : 哥 德 尔 (Kurt Gödel, 1906 一 1978) 证 明了 任何 理论 都 可 以 转 
化 成 集合 论 。 他 与 埃 尔 布朗 一 起 提出 了 可 计算 性 的 一 种 定义 ， 即 埃 尔 布 
朗 - 哥 德尔 方程 组 。 他 证 明了 构造 数学 和 非 构 造 数 学 可 以 在 同一 逻辑 中 























FFF MEAKA ER TER BA Et ce Be JR, WEH TRACER 
许多 其 他 理论 中 存在 既 不 可 证 明 也 无 法 否定 的 命题 。 


RHE- aX] (Thierry Coquand, 1961— ) 和 于 埃 一 起 提出 了 “构造 演 
算 >”， 拓 展 了 马丁 - 洛 夫 类 型 论 。 
弗朗西斯 - 格 思 里 (Francis Guthrie, 1831 — 1899) 提出 了 四 色 问 题 。 


USER (Gerhard Gentzen, 1909 一 1945) 在 无 公理 的 谓词 逻辑 证 
明 中 和 数论 中 提出 了 切 消 算法 。 

Fri WIR (Georges Gonthier) 与 维尔 纳 一 起 利用 Coq 程序 给 出 了 四 
色 定 理 的 一 个 证 明 。 

泰 雷 斯 : 哈 尔 丹 (Thérèse Hardin) 与 基 什 内 尔 和 多 维 元 共同 提出 了 演绎 
模 和 一 种 自动 化 证 明 方法 ， 阁 干 已 有 方法 都 是 其 特例 。 


RRRA AA (Wolfgang Haken, 1928— ) 与 阿 佩 尔 一 起 证 明了 四 
色 定 理 。 

阿兰 德 : 海 廷 (Arend Heyting，1898 一 1980) 与 布 劳 威 尔 和 柯 尔 莫 哥 洛 
夫 一 起 提出 了 证 明 的 算法 解释 。 

托马斯 : 黑 尔 斯 (Thomas Hales, 1958— ) 证 明了 开 普 勒 在 1610 年 提 
出 的 一 个 猜想 ， 即 在 堆放 球 时 ， 有 效 利 用 空间 不 会 超过 74% (TV2/0 
de 


阿布 ' 阿 卡 杜 拉 . 穆 罕 默 德 . 伊 本 :. 移 萨 . 花 拉 子 米 〈Abi “Abdallah Mul 
ammad ibn Misa al-Khwarizmi, 2 780 一 约 850) 是 《代数 学 》 一 书 的 
作者 ， 使 印度 进位 制 传播 到 了 阿拉 伯 志 界 ， 再 传 到 欧洲 。“ 算 

法 ”(algorithm) 一 词 就 是 从 他 的 名 字 衍 生出 来 的 。 


安德鲁 : 怀 尔 斯 (Andrew Wiles, 1953— ) 证 明了 费 马 大 定理 。 


雷 德 : 诺 思 :怀特 海 (Alfred North Whitehead, 1861 — 1947) 在 与 
著 的 重要 论著 《数学 原理 》 (Principia Mathematica) 中 提出 了 


威廉 .阿尔 文 .霍华德 (William Alvin Howard, 1926— ) 与 柯 里 和 德 
布 鲁 因 共 同 提 出 用 入 演算 表达 证 明 ， 更 新 了 证 明 的 算法 解释 。 

让 - 伊 夫 : 吉 拉 尔 (Jean-Yves Girard, 1947— ) 与 泰 特 和 马丁 - 洛 夫 一 
起 ， 在 20 世纪 60 年 代 末 和 70 年 代 初 参与 了 切 消 理论 的 研究 。 特 别 
是 ， 他 将 切 消 定理 推广 到 丘 奇 类 型 论 上 。 


克 劳 德 : 基 什 内 尔 (Claude Kirchner) 与 哈 尔 丹 和 多 维 克 共 同 提 出 了 演绎 
模 和 一 种 自动 化 证 明 方 法 ， 大 干 已 有 方法 都 是 其 特例 。 


博 纳 文 图 拉 : 卡 瓦 列 里 (Bonavantura Cavalieri, 1598 — 1647) 提出 了 不 
可 分 量 法 1， 为 微 积 分 的 出 现 芮 定 了 基础 。 


1 即 祖 是 原理 。 一 一 译 者 注 
































约 输 内 斯 : 开 普 勒 (Johannes Kepler, 1571 — 1630) 证 明了 行星 的 轨道 
是 覃 圆 形 而 不 是 圆 形 。 他 还 提出 了 关于 球 扒 放 的 最 佳 方法 的 猜想 ， 该 猜 
想 后 来 由 黑 尔 斯 于 1998 年 证 明 。 


FERR REE (Immanuel Kant, 1724— 1804) 提出 了 数学 的 判断 是 先 
天 综合 判断 的 思想 ， 这 一 思想 在 一 个 世纪 后 为 弗 雷 格 所 批判 。 


吉 奥 格 : 康 托 尔 (Georg Cantor, 1845 一 1918) 是 集合 论 的 创始 人 。 他 
证 明了 实数 比 整 数 更 多 ， 也 就 是 说 整数 集合 实数 集 之 间 不 存在 双 射 。 他 
还 尝试 证 明 *“ 连 续 统 假设 "， 即 实数 集 是 比 整数 集 大 的 最 小 无 限 集 合 。 


保罗 .科恩 (Paul Cohen, 1934 — 2007) 证 明了 连续 统 假设 在 集合 论 中 
无 法 判定 。 

安 德 烈 . 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (Andrey Kolmogorov, 1903 一 1987) 与 布 劳 威 尔 
和 海 廷 一 起 提出 了 证 明 的 算法 解释 。 


斯 蒂 芬 . 科 尔 : 克 莱 尼 (Stephen Cole Kleene，1909 一 1994) 提出 了 可 计 
算 概念 的 一 种 定义 一 一 递归 函数 。 他 与 丘 奇 一 起 ， 和 图 灵 同 时 证 明了 停 
机 问题 不 可 判定 。 他 与 罗 塞 尔 一 起 证 明了 丘 奇 提出 的 数学 基础 存在 。 他 
是 最 早 理 解构 造 主义 与 可 计算 性 之 间 关 系 的 人 之 一 。 


哈 斯 凯 尔 . 柯 里 (Haskell Curry, 1900 一 1982) 提出 了 对 丘 奇 数学 基础 














的 一 种 修改 ， 以 避免 昼 论 。 他 与 德 布 鲁 因 和 霍华德 一 起 提出 用 入 演算 来 
表达 证 明 ， 更 新 了 对 证 明 的 算法 解释 。 


利 奥 波 德 : 克 罗 内 元 《Leopold Kronecker，1823 一 1891) 支持 所 有 数学 
对 象 都 必须 由 整数 通过 有 限 步 又 来 构建 的 观点 。 这 种 想法 让 他 成 了 构造 
主义 的 先驱 。 


阿尔 弗 雷 德 . 肯 普 (Alfred Kempe，1849 一 1922) 提出 了 四 色 定 理 的 一 
种 错误 证 明 。 


Seep oe A fe ER BE Se AG JER (Gottfried Wilhelm Leibniz，1646 一 1716) 
和 和牛 顿 共 同 创立 了 微 积 分 。 他 还 进行 了 还 辑 形式 化 的 尝试 ， 为 之 后 弗 雷 
格 的 工作 奠定 了 基础 。 


波恩 哈 德 : 黎 曼 (Bernhard Riemann, 1826 一 1866) 提出 了 一 种 非 欧 几 
何 ， 其 中 ， 直 线 没 有 平行 线 。 


安东尼 : 范 : 列 文 虎 克 (Antonie van Leeuwenhoek, 1632 — 1723) 是 在 生 
物 学 首先 使 用 显微镜 的 人 之 一 。 


尼 古 拉 : 罗 巴 切 夫 斯 基 (Nikolai Lobatchevsky，1792 一 1856) 提出 了 一 
种 非 欧 几何 ， 其 中 ， 经 过 直线 外 一 点 ， 可 以 作出 多 条 该 直线 的 平行 线 。 


FR Y RH (George Robinson) 与 拉 里 . 沃 斯 一 起 提出 了 “调解 ”的 上 自动 
化 方法 ， 可 以 利用 等 量 公 理 在 谓词 逻辑 中 寻找 证 明 。 


阿兰 .罗宾逊 (Alan Robinson, 1930 一 2016) 创造 了 “归结 ”的 自动 化 证 
明 方 法 ， 可 在 谓词 逻辑 中 寻找 证 明 。 


尼 尔 :罗伯特 森 (Neil Robertson，1938 一 “) 与 桑 德 斯 、 塞 称 尔 和 托 马 
斯 共同 给 出 了 四 色 定 理 的 第 二 种 证 明 。 


约翰 :巴克 利 : 罗 塞 尔 (John Barkley Rosser, 1907 一 1989) 与 丘 奇 一 起 
证 明了 入 演算 是 合流 的 。 他 和 克 莱 尼 一 起 证 明了 丘 奇 提出 的 数学 基础 存 
TE. 


伯 特 兰 . 罗 素 (Bertrand Russell, 1872 一 1970) 提出 了 一 个 比 布 拉 利 - 福 
尔 带 迟 论 更 简单 的 迟 论 ， 证 明了 弗 雷 格 的 逻辑 存在 。 罗 素 的 类 型 论 修 正 
了 弗 雷 格 的 逻辑 ， 同 时 预示 着 谓词 逻辑 和 集合 论 的 到 来 。 他 还 提出 了 数 











学 普遍 性 的 论断 。 


册 尔 :马丁 - 洛 夫 (Per Martin-L6f，1942 — ) 与 泰 特 和 吉 拉 和 尔 一 起 ， 
在 20 世纪 60 年 代 末 和 70 年 代 初 参与 了 切 消 理论 的 研究 。 他 提出 了 构 
造 类 型 论 ， 其 中 “ 依 定义 等 价 ” 的 概念 赋予 了 计算 非常 重要 的 作用 。 


ARZ EE (William McCune，1953 一 2011) 创作 了 EQP 程序 ， 证 明 
了 布尔 代数 的 不 同 定 义 的 等 价 性 。 访 定理 之 前 无 人 证 明 。 


迪 米 特 里 : 门 捷 列 夫 (Dmitri Mendeleev, 1834 — 1907) 是 化 学 元 素 周 期 
表 发 明 人 。 


罗 宾 : 米 尔 纳 (Robin Milner，1934 一 2010) 创作 了 LCF 程序 一 一 第 一 
个 自动 验证 程序 和 电路 证 明正 确 性 的 程序 。 


J. 斯 特 罗 瑟 : 摩 尔 (J Strother Moore, 1947 — ) 与 博 伊 尔 一 起 发 明了 
ACL 系统 ， 访 系统 建立 在 数学 形式 化 的 基础 上 上， 包含 编程 语言 以 及 子 


语言 。 


HE (Frank Morley, 1860 一 1937) 首先 提出 了 三 角形 三 分 角 
线 交 点 构成 等 边 三 角形 的 定理 。 


艾 萨 克 . 牛 顿 (Issac Newton, 1643 — 1727) 和 莱 布 尼 北 共同 创立 了 微 
积分 。 


SS, 








MED B Va 4K = (John von Neumann, 1903 — 1957) 参与 建造 了 第 一 台 
计算 机 一 一 ENIAC。 


欧 几 里 得 〈Euclid， 约 公元 前 325 — 约 公 元 前 265) 创作 了 《几何 原 
本 》， 该 书 介 绍 了 当时 所 了 解 的 大 部 分 几何 知识 。 他 的 名 字 与 几何 公 
理 、 公 理化 方法 和 计算 两 个 数 的 最 大 公约 数 的 算法 联系 在 一 起 。 


布 菜 北 .帕斯卡 〈Blaise Pascal，1623 — 1662) 提出 了 一 个 计算 二 项 式 系 
数 的 算法 一 一 帕斯卡 三 角形 ?。 


“ 亦 称 杨辉 三 角形 、 贾 宪 三 角形 。 译 者 注 











SA] JS (Henri Poincaré, 1854 一 1912) 提出 ， 理 论 中 的 公理 实际 


上 是 理论 中 的 概念 的 “伪装 定义 ”。 他 对 三 体 问题 的 研究 开创 了 动力 系统 
理论 。 他 被 认为 是 构造 主义 的 先驱 之 一 。 


罗 杰 : 彭 罗斯 (Roger Penrose, 1931— ) 认为 引力 量子 理论 可 能 在 未 
来 演变 成 一 种 与 丘 奇 论题 物理 形式 不 相 容 的 理论 ， 而 这 种 新 形式 的 物理 
带 来 的 不 可 计算 的 现象 或 许 正 是 大 脑 的 工作 方式 。 


查尔斯 : 桑 德 斯 :皮尔 士 〈Charles Sanders Peirce，1839 — 1914) 是 量词 
概念 的 发 明 人 之 一 。 


RE it LTÉE (Giuseppe Peano, 1858 — 1932) 是 最 早 提 出 自然 数论 
DEN Zs 


莫 伊 泽 斯 : 普 雷 斯 伯 格 (Mojzesz Presburger, 1904— 1943) 提出 了 一 种 
算法 来 判定 数论 中 所 有 涉及 加 法 而 不 含 乘法 的 命题 是 否 可 以 证 明成 立 。 


戈 登 . 普 罗 特 金 (Gordon Plotkin, 1946— ) 将 结合 律 公理 纳入 了 合 一 
算法 ， 以 便 构 造 一 种 寻找 证 明 的 方法 。 


诺 姆 : 乔 姆 斯 基 (Noam Chomsky, 1928— ) 提出 将 语法 定义 为 计算 
Ties 


阿 隆 佐 . 丘 奇 (Alonzo Church, 1903 — 1995) 提出 了 “可 计算 函数 ”概念 
的 一 种 定义 一 入 演算 。 他 和 罗 赛 尔 一 起 证 明了 入 演算 是 合流 的 。 他 与 
克 茉 尼 一 起 ， 与 图 灵 在 同时 期 证 明了 停机 问题 不 可 判定 。 他 又 与 图 灵 同 
时 证 明了 谓词 逻辑 下 的 可 证 明 性 不 可 判定 。 丘 奇 提出 了 入 演算 及 其 等 价 
方法 可 以 涵盖 通用 算法 概念 的 思想 。 他 试图 将 数学 建立 在 演算 上 ， 却 
失败 了 ， 但 这 为 未 来 的 众多 研究 工作 打下 了 基础 。 丘 奇 还 重新 提出 了 罗 
素 的 类 型 论 ， 融 入 了 某 些 源 自 于 入 演算 的 思想 ， 最 终 得 出 了 丘 奇 类 型 


Ws 
BER 2A te 24 CM. Satyanarayana) 首先 证 明了 莫 雷 定理 。 


(REFERER (Paul Seymour, 1950— ) 与 罗伯特 森 、 桑 德 斯 和 托 马 
斯 共同 给 出 了 四 色 定 理 的 第 二 种 证 明 。 


丹尼尔 :P. 桑 德 斯 (Daniel P. Sanders) 与 罗伯特 柠 、 塞 称 尔 和 托马斯 共 
同 给 出 了 四 色 定 理 的 第 二 种 证 明 。 











西蒙 :斯 带 文 (Simon Stevin, 1548 — 1601) 是 最 早 将 加 法 或 乘法 运算 
用 于 无 穷 数 列 的 人 之 一 。 他 也 是 变量 概念 的 发 明 人 之 一 和 十 进 制 小 数 写 
法 的 倡导 者 之 一 。 


图 拉 尔 夫 : 斯 科 伦 (Thoralf Skolem, 1887 — 1963) 提出 了 一 种 算法 来 判 
定数 论 中 仅 涉 及 乘法 却 没 有 加 法 的 命题 是 否 可 以 证 明成 立 。 


罗 纳 德 :所 罗 门 (Ronald Solomon, 1948— ) 完成 了 有 限 单 群 分 类 定 
证 明 长 达 15 000 页 ， 由 数 十 位 数学 家 写作 的 数 百 篇 文章 构 


阿尔 弗 雷 德 : 塔 斯 基 (Alfred Tarski, 1902 — 1983) 提出 了 一 种 算法 来 
判定 实数 论 中 所 有 既 有 加 法 又 有 乘法 的 命题 是 否 可 以 证 明成 立 。 


泰勒 斯 (Thales of Miletus， 约 公元 前 625 — 约 公元 前 546) 被 认为 是 几 
何 学 的 芮 基 人 。 他 通过 测量 地 上 的 影 长 ， 测 出 了 埃及 金字 塔 的 高 度 。 


威廉 . 泰 特 (William Tait, 19283— ) 与 马丁 - 洛 夫 和 吉 拉 和 尔 一 起 ， 在 
20 世纪 60 年 代 末 和 70 年 代 初 参与 了 切 消 理论 的 研究 。 


EH -FEL (René Thom, 1923 — 2002) 法 国 数学 家 ， 突 变 论 创始 人 。 


阿兰 :图 灵 (Alan Turing, 1912 一 1954) 给 出 了 建立 在 图 灵机 概念 上 的 

可 计算 性 定义 。 图 灵 与 丘 奇 、 克 莱 尼 分 别 独立 证 明了 停机 问题 不 可 判 

定 ， 并 和 丘 奇 分 别 证 明了 谓词 逻辑 下 的 可 证 明 性 不 可 判定 。 他 还 提出 了 

hd 他 也 是 最 早 的 计算 机 之 一 Colossus 的 设计 团队 
alles 


FC (Ptolemy, 4 90— 29 168) 提出 了 宇宙 的 地 心 说 。 


罗 宾 . 托 马 斯 (Robin Thomas, 1962— ) 与 罗伯特 森 、 桑 德 斯 和 塞 称 
尔 共 同 给 出 了 四 色 定 理 的 第 二 种 证 明 。 


BAR: BIA (François Viète, 1540 — 1603) 是 最 早 将 加 法 或 乘法 运 
算 用 于 无 穷 数 列 的 人 之 一 。 他 也 是 变量 概念 的 发 明 人 之 一 。 


本 杰 明 -维尔 纳 (Benjamin Werner, 1966— ) 与 贡 带 埃 一 起 利用 Coq 
程序 给 出 了 四 色 定 理 的 一 个 证 明 。 他 和 多 维 元 一 起 证 明了 演绎 模 下 的 切 
消 定理 ， 其 大 和 二 已 有 定理 都 是 特例 。 





MERET (Larry Wos, 1930— ) 与 罗宾逊 一 起 提出 了 “调解 ”的 自动 
化 方法 ， 可 以 利用 等 量 公 理 在 谓词 逻辑 中 寻找 证 明 。 


大 卫 : 希 尔 伯 特 (David Hilbert, 1862 — 1943) 提出 了 谓词 逻辑 的 最 终 
形式 。 他 提出 了 判定 性 问题 ， 该 问题 由 丘 奇 和 图 灵 给 出 了 和 否定 的 回答 。 
他 还 提出 了 一 项 则 在 用 计算 取代 推理 的 计划 ， 然 而 该 计划 目标 过 高 。 他 
反对 布 劳 威 尔 的 构造 项 目 。 


珀 西 : 希 伍德 (Percy Heawood，1861 一 1955) 对 四 色 定 理 的 证 明 做 出 了 
若干 贡献 : 他 发 现 肯 普 的 证 明 是 错误 的 ， 证 明了 地 图 可 以 用 五 种 颜色 涂 
色 ， 并 证 明了 七 色 定 理 ( 四 色 定 理 在 环 面 上 而 非 平面 或 球面 上 的 等 价 定 
HEJ g 


KEAK (David Hume, 1711 — 1776) 提出 了 如 果 两 个 集合 的 元 素 之 
间 能 够 一 一 对 应 ， 则 其 元 素数 必然 相等 的 原理 。 


FON AERIS (Marina Yaguello, 1944— ) 法 国语 言 学 家 。 








FEES (Aristotle, AGAT 384 — 公元 前 322) 提出 了 三 段 论 。 
HAS Witt (János Bolyai, 1802 一 1860) 提出 了 一 种 非 欧 几何 ， 其 
中 ， 经 过 直线 外 一 点 ， 可 以 作出 多 条 该 直线 的 平行 线 。 


热 拉 尔 : 于 埃 (Gérard Huet, 1947— ) 将 有 转换 公理 包含 在 合 一 算法 
中 。 他 和 和 带 埃 里 . 哥 囚 一 起 提出 了 “构造 演算 ”， 拓 展 了 马丁 - 洛 夫 类 型 


论 。 
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